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Uloha 1 ... ota¢ime silu 3 body

Na hmotny bod ptisobi dvé sily F} = 2,0N a F> = 1,0N. Jaky thel mezi sebou sviraji, pokud
ma jejich vyslednice stejnou velikost jako vétsi ze sil, tedy F = Fy? Necht té provdzi sila.

Délezité je situaciu si dobre zakreslit.

Obréazek 1: Rozklad sil.

7 obrazku vidime, ze dostdvame 2 trojuholniky so zndmymi dizkami stran. Hladany uhol
je a+ B. KedZe s trojuholniky rovnoramenné plati o + 23 = 180°, sta¢i ndm teda spocitat a,
pretoze o + B = /2 4 90°.
Uhol a spocitame pomocou kosinusovej vety ako
F?2 4+ F? _ F2
cosao = —————= = —.

2 F

[o eI

7 toho dostivame .
a/2+90° = arccos(g) /2 +90° = 104,5°.

Elena Chocholakovd
elena.chocholakova@fykos.cz

Uloha 2 ... pravidlo péti vtefin 3 body

Mozna jste slyseli, ze pokud vam spadne jidlo na zem, ale vy ho do péti sekund zvednete,
nedojde k jeho velké kontaminaci bakteriemi. Uvazujme proto nésledujici pripad. Na zem vam
spadne kruhova jednohubka o primeéru 4 cm. Bakterie ze zemé se na ni okamzité nalepi. Podle
pravidla by to vsak nemélo vadit. Predpokladejme proto, Ze vétsina bakterii béhem onéch péti
sekund teprve na jidlo prileze z okoli jednohubky. Jaka by musela byt jejich rychlost, aby se
jejich pocet na jednohubce béhem péti sekund zdesetindasobil? Plosna hustota bakterii na zemi
je homogenni. Jarda spadlé jidlo vidycky ofoukd, aby ho mohl v klidu snist.

Predpokladejme, zZe bakterie jsou chytré a jakmile jidlo spadne na zem, vSechny se okamzité
daji do pohybu smérem k nému. Béhem péti sekund na jednohubku zvladnou dolézt bakterie
ze vzdalenosti vt 4 r, kde v je jejich rychlost, ¢t = 5s a r = 2cm je polomér jednohubky.
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Na jednohubku se na za¢atku nalepf n; = ond? /4 bakterif, pfi¢emz d je priimér jednohubky
a o je plosna hustota bakterii na podlaze, kterou v okoli spadlého jidla povazujeme za konstant-
ni. Aby se jejich pocet zvysil desektrat, musi se desetkrat zvétsit i plocha kruhu, coz odpovidd
poloméru
R=+V10r = vt + T,

odkud je potiebné rychlost bakterii

R— d _
V= tr:(\/ﬁ—l)gz&(immsl,

coz je oproti jejich bézné rychlosti, kterd se pohybuje maximalné v fddech desitek mikrometru
za sekundu, nerealisticky hodné. Musime navic podotknout, Ze pravidlo péti vterin nikdy nebylo
experimentalné dokazano.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 3 ... hra na honénou 3 body

Dvé auta jedou rovnobézné po cesté stejnym smérem. Vzdalenost stredii pruhi, ve kterych se
pohybuji, je & = 1,5m. Nicolas je od stredu blizstho pruhu vzdéleny d = 3m. Prvni auto se
pohybuje rychlosti vi = 55km-h~! v bliz§im pruhu. Jakou rychlosti musi jet druhé auto, aby
bylo z Nicolasova pohledu po celou dobu v zdkrytu za prvnim? Auta aproximujeme jako hmotné
body. Nicolas cekal prilis dlouho na zastdvce.

Tento priklad budeme pocitat pomocou geometrie na obrazku.

Obrazek 2: Nacrt situacie.

V obrézku sme namiesto dizky stran vyuzili vektory, ktoré nam vyjadruji zmenu pozicie
hmotnych bodov oproti pociatku. Pociatok sme urcili v bode, kde Nicolas stoji a za pouzitia
symetrie budeme riesit iba pripad, ked v ¢ase to boli obe autéd priamo pred Nicolasom a v Case t;
sa posunuli o drdhu s = v - (t1 — o), kde sa budi nachddzat v bodoch A a B.
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Nésledne si mézeme vsimnit, Ze trojuholniky st podobné na zaklade vety uu o podobnosti
trojuholnikov. Podobnost trojuholnikov je spo6sobend uhlom ¢ a }ﬁravym uhlom na x-ovi os.
Podobnost trojuholnikov znamend, ze pomery odvesien su rovnaké? to je

”01-(2517230) . Uz-(tlfto)
d Tod+e
d+¢
d

Vo = U1 .

Po dosadeni za hodnotu v; = 55km-h™!, ¢ = 1,5m, d = 3 m sme uréili hodnotu va = 83km-h~*.

Nicolas Gavornik
nicolas.gavornik@fykos.cz

Uloha 4 ... ménime vedeni 3 body

Mame elektrické vedeni, na kterém je velmi vysoké napéti Uy = 110kV, a chtéli bychom ho zvét-

sit na zvlasté vysoké napeti Uy = 400kV. Za predpokladu, Ze odpor vedeni bude konstantni,

kolikrat se zméni vykonové ztraty na vedeni? Zajiméa néds pomér ztratovych vykoni Pi/Po.
Karel premyslel o vymeéne vedend.

Zndme Ohmuv zakon pro obvod ¢i jeho ¢ast U = RI. Déale vime, ze vykon elektrického proudu
miizeme vypocitat jako P = UlI. Pokud vzorec upravime tak, ze za proud dosadime z Ohmova
zakona, dostavame
U2
P=—.
R

Zatim jsme psali rovnici obecné, ale muzeme do ni pridat indexy 0 a 1. Budeme pfedpokladat
kontantni odpor, takze ten nechdme bez indext. Kdyz ddme nové vzniklé vztahy do poméru,
dostavame snadno vysledek

U? ,
P R U}
Lo L2l 2939,
P U U2 ’
R

Ztraty se zvysi na 13,2 ndsobek puvodni hodnoty. Redlné by se ztraty pravdépodobné zvysily
vice, protoze s vétsim ztratovym vykonem by se ustélila teplota vodi¢u na vyssi teploté, pri
které by mél vodic¢ vétsi odpor.

Karel Koldar
karel@fykos.cz

Uloha 5 ... plavaci 3 body

Verca si chce jit zaplavat, nerada ale chodi do vody nenajezena. V hladovém stavu ma totiz
pri nddechu primérnou hustotu 945kg-m =2 a $patné se ji potépi. Kolik kilogramu jidla musi
Veréa snist, aby méla pii nddechu priimérnou hustotu alespori 980 kg-m™3? Predpoklddejte, ze
pri jidle nezméni sviij objem. Délka bazénu je 30 m a jeho hloubka 3,1 m. Hmotnost Verci pred
jidlem je 47kg. Verca obcas uvnitr citi velkou prdazdnotu.

To vychadza z toho, ze pomer odvesien v oboch trojuholnikoch vieme vyjadrit pomocou goniometrickej
funkcie tangens.
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Najskor si vyjadrime objem Verc¢i V. K tomu vyuzijeme informéciu, Ze pred najedenim je jej

priemerna hustota po a jej hmotnost mog
v="0

Po

Jej objem sa nezmeni, zatial ¢o jej priemerna hustota sa musi zvysit, ¢ize plati

ﬂimo—i—Am

Po P1

Po jednoduchom vyjadreni a dosadeni dostaneme

Am = myg <p1 — > =1,7kg.
Po

Verca teda musi zjest 1,7 kg jedla nezavisle na tom, aké je jej oblibené jedlo. K rieseniu tlohy
parametre bazéna ani neboli potrebné.
Juraj Janosik
juraj.janosik@fykos.cz

Uloha 6 ... skluzavka 3 body

Vedeni Koleji a menz se rozhodlo vynalozit penize néjak smysluplné, a tak postavilo skluzavku
ze strechy budovy A koleji 17. listopadu rovnou ke dverim pavilonu Impakt MFF. Obé budovy
jsou od sebe vzdaleny vzdusnou carou 430 m a jejich vyskovy rozdil je 59 m. Jaky je soucinitel
smykového treni skluzavky, jestlize se sudent vazici 60 kg vrhl dolii po skluzavce rychlosti vo =
= 8,5m-s"' a na jejim konci se akorat zastavil? Piedpoklidejte, %e skluzavka je naklonéna
rovina. Eliska sla pozdé na prednasku.

Pro vyslednici sil plisobici na studenta na skluzavce plati I’ = Fj — Fy, kde F} je sila, ktera
urychluje studenta doli po skluzavce a je vodorovna s rovinou skluzavky, a naopak F; je treci
sila, ktera piisobi proti sile I}. Navic je vyslednd sila konstantni, tedy i zrychleni na skluzavce
je konstantni.

Na studenta také ptsobi slozka tihové sily F'; ve sméru kolmém na plochu skluzavky, kterou
kompenzuje reakce skluzavky R (taktéz kolma na jeji rovinu). Sily F.i a F) jsou slozkami tihové
sily Fy a plati pro né, Ze mezi Fy a Fj je thel a, ktery také odpovidd thlu sklonu skluzavky
a spocitdme jej jako av = arctg(59m/(430m)).

Protoze se student rozebéhl, zacal se klouzat rychlosti vo. Na konci skluzavky se zastavil,
tedy v1 = Oms ™. Pro zrychlenf mame vztah

V1 — Vo _ —o

t t

Dréaha rovnomérné zrychleného pohybu je stejnd jako rovnomeérné zpomaleného, tudiz ji mizeme
spocitat jako

s = at2_ vot
—2 - ol

kdyz si vyjadiime cCas, dostaneme
2s

Uo.
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Drahu s muzeme najit ze znalosti vodorovného a svislého rozméru skluzavky jako s =1/ cosa,
kde [ = 430m je vzdalenost od paty koleji az k budové Matfyzu.
Po dosazeni do rovnice pro zrychleni budeme mit
—vo v
a = = e

2s T 25’
vo

Pro normalovou silu plati F'| = F, cosa, pro treci silu tedy ziskdvame F; = fF| = fFj cosa.
Nakonec vyuzijeme Fj = F,;sina a F' = ma. Dostaneme tedy

F=Fj-F,

ma = mgsina — fmgcosa.

Po tpravéich (zde si mizeme vs§imnout, ze viibec nezéalezi na hmotnosti) dostaneme, ze
2

=54

+iga,

a po dosazeni ¢iselnych hodnot bude f = 0,15. Tak nizky soucinitel vyjde, protoze sklon skluzav-
ky je hodné maly. Pristé by vedeni Koleji a menz mohlo volit spis skluzavku ve tvaru brachis-
tochrony.

FEliska Malad
eliska.mala@fykos.cz

Uloha 7 ... Jardovy ulohy 3 body

Pfi vybéru tiloh na Fyzikldni online Jirka spocital, ze 20 % ndvrhii na tilohy pochdzi od Jar-
dy. Pritom je Jarda autorem neuveéritelné tretiny ze vsech tloh, které se vybraly do samotné
soutéze. Uvazme, Ze pri vybéru iiloh ¢tou organizatori FYKOSu navrh na tlohu. Kolikrat vétsi
je pravdépodobnost, ze se tloha vybere, pokud je jejim autorem Jarda, nez pokud by ndvrh
pochdzel od jiného (priimérného) organizatora?

Jirkova puvodni verze ulohy neprosla politickou korekturou.

Existuje vice zptsobi, jak tlohu vyfTesit. Prvni je ivahou. Oznac¢me N celkovy pocet navrzenych
tloh a n pocet vybranych tdloh. Pak vime, ze Jarda navrhl 0,2 - NV 1loh a vybralo se mu jich 3.
Zajimé nas, jak kvalitni ilohy Jarda navrhuje, tedy pomér mezi poctem jeho vybranych a jeho
navrzenych; ten je roven n/(3-0,2- N).

Tento pomér nyni porovndme s pomérem pro libovolného jiného organizitora. Ostatni or-
ganizatori navrhnou 0,8 - IV tloh, z nichz se vybere celkem 27” Pomér potom je

2n

. 3 _
02-N 08-N

|3

wlrofwl

vvvvvv

zatoru.

Alternativné bychom tlohu mohli vyfesit s vyuzitim podminéné pravdépodobnosti. Nagim
cilem je spoéitat pravdépodobnost, Ze se tiloha vybere za podminky, Ze pochézi od Jardy (oznac-
me ji P(vybrand | Jarda); symbol | tedy znaci ,za podminky*), a porovnat ji s pravdépodobnosti,
ze se vybere, za podminky, Ze pochazi od libovolného jiného organizatora.
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Pro podminénou pravdépodobnost plati

P(vybrand N Jarda)
P(Jarda) ’

P(vybrana | Jarda) =

kde pravdépodobnost, Ze je vybrand tloha Jardova, tj P(vybrand N Jarda), vyjadiime opét
prostrednictvim podminéné pravdépodobnosti, tentokrat pomoci pravdépodobnosti, ze je Jarda
autorem vybrané ulohy — tedy P(Jarda|vybrand). O této pravdépodobnosti ze zaddni vime, ze
je rovna 1/3.

Celkem mame

P(vybrand)

P(vybrand | Jarda) = P(Jarda | vybrand) - P(Jarda)
r

pricemz pravdépodobnost, Ze se tloha vybere nezndme. Podobné pro libovolného jiného orga-
nizétora (oznacme jako ,ostatni“) mame

P(vybrand)

P(vybrana | ostatni) = P(ostatni | vybrand) - Plostatnd)
ostatni

Nyni chceme zjistit, s kolikrat vétsi pravdépodobnosti se vybiraji Jardovy tlohy, zajimé nés
tedy podil vyjadienych podminénych pravdépodobnosti. Dostavame
P(vybrana | Jarda) P(Jarda|vybrand) P(ostatni)

P(vybrand |ostatni) ~ P(ostatni | vybrand)  P(Jarda)

wl|w]—
e
N

Jirt Kohl
jiri.kohl@fykos.cz

Uloha 8 ... neodolatelna pFitazlivost 4 body

Jindra si nemiiZe najit pritelkyni, a tak si z pochybného internetového obchodu objednal prita-
hovaé zen. Prisla mu ¢ernd dira do kapsy, jeZ na vsechna télesa (véetné divek) ve vzdédlenosti 5m
pusobi gravitaénim zrychlenim 9,81 m-s~2. Spoditejte Schwarzschildiiv polomér této erné di-
ry. Jindra pomgslel na reklamaci, ale spolkla ho cernd dira.

Pro Schwarzschildiv polomér ¢erné diry plati znamy vztah

_ 2GM

Rs
02

; (1)

kde G je gravitaéni konstanta, M je hmotnost ¢erné diry a c je rychlost svétla. Predpokladame,
ze Schwarzschildiv polomér této cerné diry bude rddové mensi nez 5m, tudiz pro gravitacni
zrychleni a = 9,81 m-s~2 ve vzdalenosti r = 5m pouZijeme vztah z klasické fyziky

GM
r2

- ()
Vyjadiime hmotnost M z rovnice (ﬂ) a dosadime do rovnice (E)

. Rsc?
Toor2

7
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Nyni vyjadiime Schwarzschildiv polomér Rgs a dosadime cisla

2ar? . _
Rs=2Y ~55.10 % m.

2

Kapesni ¢ernd dira ma Schwarzschildiv polomér Rs = 5,5 - 107 m, tudiz se potvrdil nis po-
¢atecni predpoklad o zanedbatelném poloméru c¢erné diry a mohli jsme pouzit vypocet klasické
fyziky pro gravitacni zrychleni.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 9 ... odletujici kapicky 4 body

Okolo vodorovné hridele se otaci kolo o vnéjsim priméru d = 65,8 cm, na néz prsi. Vodni kapicky

se s povrchem kola srédzeji nepruzné, nasledné se ale od néj mohou oddelit. Jaka je nejnizsi mozna

uhlova rychlost otaceni, aby z celé horni poloviny obvodu kola odletovaly kapicky vody?
Jindra jel na kole skrz kaluZe.

Presuneme se do soustavy spojené s otacejicim se kolem. Na kapicky vody ptsobi tihové zrych-
leni g = 9,81 m-s~2 smérem dolti a odstfedivé zrychleni w?r smérem ven od osy otdéeni, kde
r = 32,9 cm je polomér kola a w je tthlova rychlost otaceni.

Voda odleti z kola, pokud odstiedivé sila pfekon4 radidlni slozku tihového zrychleni. Uhel «
budeme méfit od svislice. Radialni slozka tihového zrychleni je

gr = gcosq,

kde kladné znaménko znamend smér dovnitt, tedy ke hrideli. Kapicka nachézejici se v poloze «
na kole odleti, pokud

2
gcosa < wr,
2 cos &
W? > S5

r

Aby tato nerovnost platila pro vSechny thly a od 0 do 2r, musi byt

oI
T

Po dosazenf é&isel ze zadani vyjde w > 5,46 rad-s~!. Minimaln{ tihlova rychlost otéceni kola, aby
kapicky odletovaly po celém obvodu, je 5,46 rad-s*.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 10 ... krademe pomoci pruzinky 4 body

K télesu o hmotnosti m = 120g prichytime pruzinku o tuhosti k = 5,2N-m~! a klidové dél-
ce lp = 15cm. Za jeji druhy konec za¢neme tahat konstantni rychlosti v = 65 cm-s~'. Na jakou
maximalni délku se pruzina natdhne? Vse probiha na hladké vodorovné podlozce.

Jarda by se chtél stat kapsdrem.
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Situaci si rozeberme v klidové soustavé ruky. V ni dostane na zacatku téleso rychlost v. Jeho
kinetickd energie je tedy mwv? /2. Ta se celd transformuje na energii pruznosti kz?/2 v okamziku,
kdy bude pruzina nejvice natazena. Jeji maximalni délka tak bude

l:lo—l—v,/%iQE)cm.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 11 ... uhlikové datovani 5 bodi

Zuzka odjela do Abtsiru na archeologické vykopavky. V hrobce staroegyptského hodnostare
odebrala vzorek dreva, ktery odnesla na hmotnostni spektroskopii k analyze. Pomér atomi
izotopii uhliku byl ve vzorku naméren jako prac,i2¢ = 9,22-10713. Ve kterém roce byl hodnostar
pohrben? Pouzijte gregoriansky kalendar, roky pred nasim letopoctem napiste jako zaporné.
Polocas rozpadu *C je T = 5730 yr a predpoklddejte, Ze pomér izotopt v atmosféte je v historii
neménny po = 1,25 - 1072, Pfedpoklidejte, #e strom byl pokdcen krétce pred pohibenim
hodnostare. Jindra vymyslel puvod tlohy az poté, co ho upozornila Terka.

V hornich vrstvich atmosféry pfirozené vznikaji z dusiku N atomy radioaktivniho uhliku 4C
pusobenim kosmického zareni. Prostrednictvim fotosyntézy se radioaktivni izotop uhliku inkor-
poruje do rostlinnych pletiv a posléze i skrz potravni fetézec do tél zivocicht. Tim padem se
v Zivjch organismech ustanovi stejny pomér po izotopt uhliku *C/'2C jako v atmosfére.

Po smrti zivého organismu (napf. pfi pokdceni stromu) pfestane vyména uhliku s okol-
nim prostiedim. TudiZ nedochézi k dopliiovani rozpadajiciho se izotopu *C a pomér izoto-
pi C/'C uz jen s pribyvajicim Casem exponencidlné klesa s polodasem T = 5730yr. Staff
hrobky t spoc¢itame z rovnice

p14c/120 _ 27% ’
Po
= Tlog, (pwc) 7
Po
t=2516yr.

P1i odecteni staii dfeva od soucasného letopoctu 2023 dojdeme k roku pohtbeni 493 pf. n. 1.,
coz zaokrouhlime a do feseni napiseme jako —490.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 12 ... zvidavy cyklista 4 body

Kuba si koupil novy bicykl a chtél by zjistit velikost ramene valivého odporu & jeho kol. Vsiml
si, ze se na kole rozjizdi samovolné z kopce, pokud rovina svahu svira s vodorovnou rovinou
thel vétsi nez o = 0,5°. Prumér kol bicyklu je d = 67 cm. Dokdzes Kubovi pomoci?

Kuba rdd jezdi na kole.
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Pokud Kuba pojede dola ze svahu, ktery mé odchylku od vodorovného sméru rovnu «, tak sila
ve sméru pohybu cyklisty F1 a odporova sila valivého odporu F, budou v rovnovaze. Bicykl se
tedy bude pohybovat rovnomérnym piimocarym pohybem a plati

R
Fi=Fo=Fo.

Z obréazku je vidét, ze F1 = Fgsin(a) a F, = Fg cos(a), takze

Fgsin(a) = Fa cos(a)di/?.

Po vyjadreni £ a dosazeni dojdeme k vysledku

Obrazek 3: Rozklad sil. Bicykl nezrychluje, takze pohybova a odporova sila jsou v rovnovaze.
Tihova sila ptsobi svisle dolu a tlakova sila pusobi kolmo na podlozku.

Jakub Smolik
jakub.smolik@fykos.cz

Uloha 13 ... neseni krabice 5 bodu

Lego se pri neseni krabice zamyslel, jakou silou na ni vlastné piisobi. Krabice ma hmotnost m =
= 7,5kg a tvar kvddru. Lego ji drzi tak, ze tla¢i na dvé protilehlé (a svislé) stény, pricemz
koeficient treni mezi sténami a Legovyma rukama je f = 0,45. Jaka je velikost sily, kterou
pusobi jedna Legova ruka na krabici? Lego na soustredent nosil hodné veéci.

Ruky tlacia na krabicu z opa¢nych stran, ¢ize obe musia tlacit rovnakou normélovou silou,
oznacme si ju Fn. Potom trecia sila medzi kazdou z rik a krabicou je Fy = fFn. Na krabicu
posobi tiaz Fy, = mg. Aby Lego krabicu uniesol, trecie sily medzi krabicou a rukami musia
vykompenzovat tito silu. To znamena

2F, = F,,
2fFn = mg,
mg
N=—.
N o f

10
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Niekto by asi ¢akal, Ze to je vysledok, to ale nie je pravda! Ide o to, Ze aj trecia sila medzi
krabicou a rukou je sila, ktorou ruka pdsobi na krabicu. Kazda ruka teda pdsobi na krabicu
silami Fx a Fi, pricom tieto sily st na seba kolmé, ak teda chceme vediet velkost vysledne;j sily,
ktorou ruka na krabicu posobi, dostaneme ju ako

IF\:\/F§+F2:FN\/W:%5 1+ f2 = 90N.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 14 ... déli¢ No.1 4 body

Petr potreboval zdroj napéti 3V, mél vsak jen 12V zdroj a rezistory. Rozhodl se tak sestavit
odporovy déli¢ ze schématu na obrazku B Jakou musel Petr zvolit hodnotu R, aby na Vi
byly 3V? Chtél jsem si zavzpominat na elektrotechniku.

+12V

4{32:101& Ri=R

s
»—{ Ri=R & Rs=R

“GND

Obrazek 4: Schéma zapojeného obvodu

Jiz ndzev tlohy ndm napovidé, Ze se bude jednat o odporovy déli¢ (nékdy nazyvany napétovy
déli¢). Odporovy déli¢ jsou dva odpory zapojené v sérii, kde napéti na druhém odporu (podle
sméru proudu) pouzivdme jako zdroj. Znadme vzorec napéti nezatizeného odporového délice na

druhém odporu v sérii, a to
Ro

—
Ri+ Ry’

kde Uin je napéti na celém sériovém zapojeni a Uoyt je napéti na druhém rezistoru. Pro zatizeny

délic nam plati

Ur, = Ui

Ry Ry,
"RiRy 4+ R1RL + RoRL’
kde Ry, je odpor zatéze pripojeny paralelné k Ra.

Nejprve si uvédomime, ze jde o dva odporové délice, kde ten druhy pouziva vystupni napéti
prvniho délice jako své vstupni napéti. Prvni déli¢ je vSak zatizeny druhym a ze schématu je
ziejmé, ze odpor zatéze je Rs + R4 = 2R. Taktéz si povsSimneme, ze v druhém déli¢i jsou oba
odpory stejné a z predchoziho vzorce pro nezatizeny déli¢ vyplyva, ze jeho vystupni napéti bude

Ur, =U;

11


mailto:legolas@fykos.cz

Fyziklani Online 2023 13. roc¢nik 22. listopadu 2023

vzdy polovina jeho vstupniho napéti. Sta¢i ndm tedy fesit obvod pro vystupni napéti prvniho
délice. Poté uz aplikujeme vzorec pro napéti zatizeného odporového délice a dostaneme, ze

Ry - 2R 1
RQ'R+2R2+R2'2R2’

Uout = Uin

z toho sestavime rovnici pro R
RQUin - 3R2Uout

R=—F——7"—7"——
2[Jout '
po dosazeni hodnot ze zadani ndm vyjde
R=50009.
Petr Kahan
petr.kahan@fykos.cz
Uloha 15 ... ocelova koule plave 4 body

Karel nasel ocelovy plech o tloustce Ar = 0,84 mm a premyslel, co s nim. A protoze ma Karel
rad experimenty, rozhodl se, ze z néj vyrobi dutou kouli o takovém poloméru, aby pri polozeni
do vody byla pravé polovina nad hladinou a polovina pod hladinou. Uvazujte, ze tloustka stén
koule bude pravé Ar a Ze hustota oceli je p' = 7840kg-m 3. Najdéte vnéjsi polomér této koule.

Karel premgslel na lodi.

Nech m je hmotnost gulicky a p, hustota vody. Gulicka ma polovicu svojho objemu ponorent
vo vode. V rovnovahe musi byt vztlakova sila vyrovnana s tiazovou, takze dostaneme rovnicu

mg=2
9= 5P,
odkial po pokrateni g dostaneme
m_ Py
Vo2

Teraz vyjadrime hustotu gulicky ako p = T, kde V je celkovy objem gulicky a m hmotnost
plechu, z ktorého ju vyrobime. Hmotnost plechu ur¢ime pomocou jeho hustoty a objemu, ktory
je tvoreny vysekom dvoch guli. Objem plechu teda bude V' = 3= (r3 —(r— Ar)3), kde r je
polomer gulicky. Dosadenim do rovnice a tipravou dostaneme

m s (r3 —(r— Ar)3)

7 r3 ’
pricom hmotnost vzduchu vnttri gule sa s velkou presnostou vyrovna so vztlakovou silou vzdu-
chu, pdsobiacu na cast gule, ktord je nad hladinou.
Dosadenim do rovnice pre rovnost sil dostaneme rovnicu tretieho stupna:

0=y (r3 — (rfAr)?’) — %rg,

ktord numericky vyrieSime. Riesenia da jeden redlny koren a dva komplexné. Redlny koren
je r =0,0387m = 3,87 cm, o je hladany polomer.

Juraj Janosik
juraj.janosik@fykos.cz
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Uloha 16 ... modifikovana sluneéni soustava 5 bodu

Predstavme si, Zze by Slunce mélo efektivni teplotu To = 8 000 K. O kolik procent by se musela
prodlouzit perioda obéhu Jupitera, aby na néj dopadal stejny vykon, jako je tomu nyni?
Danka se snazila vymyslet zajimavou ulohu.

Podla Stefanovho-Boltzmannovho zékona je tepelny vykon hviezdy (absolitne ¢ierneho telesa)
L = SqoT?,

kde So je plocha povrchu hviezdy, T jeho teplota a o je Stefanova-Boltzmannova konstanta.
Slnko vyzaruje rovnomerne do celého priestoru. Planéta zachyti ¢ast tejto energie, ktord je
tmernd ploche prierezu planéty. Teda chceme aby platilo

= nr2 Lo
=Try
4rd3’

2 Ln
T drd?

kde 7; je polomer Jupitera a di, resp. d2 je jeho vzdialenost od Slnka pre teploty povrchu 71,
resp. 15. Dosadime za tepelny vykon L z prvej rovnice a tpravami dostaneme

d2 =y (i) '

Peri6dy obehu planét okolo Slnka budi zviazané tretim Keplerovym zakonom

H_t
i d3”
odkial uz najdeme hladané predizenie ako

3

3 1
to —t1 ds )\ 2 T 3 4TER2®U 4
p t1 ((dl) ) ((T1) ) ( L4 2 66%

Daniela Dupkalovd
daniela@fykos.cz

Uloha 17 ... kladky s pruznym lanem 4 body

Lego ma rad ulohy s kladkami. Tentokrat ale chtél vy-
myslet tilohu, ktera by modelovala fakt, Ze lano ma né-
jakou pruznost. Rozhodl se to udélat tak, ze dokonale
tuhé nehmotné lano uprostred rozdéli a poté spoji po-
moci nehmotné pruziny s tuhost{ k = 78 N-m~!. N4-
sledné takto modifikované lano polozil na dvé pevné
kladky umisténé ve stejné vysce a na kazdy jeho konec
zavésil zavazi s hmotnosti m = 9,0kg. Potom podrzel
obé zavazi presné takovou silou, aby napéti v lané bylo
T = 12N. S jakym zrychlenim se budou zavazi pohy-
bovat, jestlize je pustime nardz? Lega napadla, kdyz na soustredént predndsel o kladkdch.

13
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Rychly sposob riesenia je tivaha, Ze na kvader bude posobit tiazova sila mg smerom nadol a sila
od lana smerom nahor. Pricom pruzinka sa v momente pustenia eSte nemala kedy roztiahnut
oproti stavu, v ktorom bola, ked sme kvadre drzali. Tym paddom bude na lano p6sobit silou T'
a teda napitie v nehmotnom lane stile musi byt 7. Takze na oba kvadre posobi vysledna sila
mg — T a teda sa budt pohybovat so zrychlenim a = g — T/m = 8,5m-s" 2.

PopiSeme si ale aj zlozitejsi sposob (nakolko ten napriklad mne napadol skor). Celd situdcia
je symetrickd vzhladom na stred pruzinky, ten sa preto nebude pohybovat. Mézeme si teda
predstavit, ze tento bod je dokonale pevne uchyteny k nejakej stene. Dostavame teda situa-
ciu, kedy kvider s hmotnostou m kmitd na poloviénej pruzinke. Cize efektivne na pruzinke
s tuhostou 2k. Uhlova frekvencia kmitania bude w = /2k/m.

Rovnovazna poloha bude vtedy, ked bude tato polovica pruzinky prediiené o lr = mg/2k
oproti svojej kludovej dizke. Kvadre vyptstame, ked je v lane napitie 7', vtedy musi byt polovica
pruzinky prediiené o lm = T'/2k. Nakolko zavazie pustame z pokoja, bude v momente vypuste-
nia v maxime a velkost amplitidy kmitavého pohybu teda bude l, = I, — I, = (mg — T') /2k.
Zaroven okrem polohy bude v amplitide aj zrychlenie, ktorého velkost teda bude

2 mg—T%i T 2

a=l,w = =g— — =85m=s .
% m I m
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha 18 ... pada susak 4 body
Matéj ma doma susdk na pradlo o Sitce | = 180 cm, na ktery po l
prani rovnomérné rozmisti své obleceni. Na levy okraj susaku si pri-
tom odlozi pevné zavazi o hmotnosti m = 3kg. Za jak dlouho po
rozvéseni pradla se susak prevrati, pokud je rozpéti jeho nohou d = '

= 60 cm? Hmotnost mokrého obleceni je My = 6 kg; ta se po vysu-
senf snizi na M; = 2kg. Hmotnost susaku samotného je 2kg. Pro

jednoduchost uvazujte, ze se voda odparuje konstantni rychlosti d
a obleceni uschne za 1 den. Matej si neumi ususit pradlo.

mér poloh tézist jednotlivych téles. Na pocatku schnuti je tedy celkové tézisté vzdaleno

my 245
_m3 o
m+MO+Ms e

Tro =

od stfedu susidku. Po uschnuti pradla je to

my 38,6
rn=——— = cm
YT omt My + M. e

coz je vice nez rmax = 30cm, a proto se susak v néjakém okamziku musi prevratit. Ze vztahu

hmotnost pradla, pti které jesté nedojde k prevrzeni

Mmin - ml

—m — My =4kg.

2T max
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Mpin—M:1 —

Paklize pradlo schne rovnomérnou rychlosti, vyschne na tuto kritickou hmotnost za Y P TeY

= 1/2dne, ¢ili 12 hodin.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha 19 ... akusticky tachometr 5 bodu

Kdyz auto stoji, dopadne na jeho celni sklo 80 kapek za vterinu. Jakou rychlosti jede, jestlize
je nyni frekvence dopadii 230s~'? Sklo m& plochu S a je naklonéné pod thlem 33 ° viidi zemi.
Kapky desté padaji kolmo k zemi rychlosti 4,5m-s™". Jarda se bdl pokuty za rychlou jizdu.

Najdéme pocet kapek, které spadnou na sklo za jednu sekundu. Oznacme rychlost, kterou
padaji, jako v a jejich objemovou hustotu ve vzduchu jako n. Pak na stojici sklo spadne béhem
jedné sekundy

fi =nvScosa

kapek.
Situace je ovsem trochu slozitéjsi v pripadé, kdy se auto pohybuje rychlosti u. Nyni je objem,
ktery predni sklo auta za jednotku casu sesbira, roven

Q =uSsina+vScosa,
vidime tedy, zZe zde pfibyl jeden ¢len. Z rozdilu frekvenci dostavame
fo— fi=nuSsina,

odkud pak jednoduse vyjadiime finalni rychlost auta

U= f27,f1 :"uf27f1 =47km-h™t.
nS'sin fitga

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 20 ... synchrotron v Grenoblu 5 bodu

V synchrotronu ESRF v Grenoblu obihaji elektrony s energii 6,03 GeV po drdze o obvodu
844,4 m, pricemz vytvari proud 35,8 mA. Kolik elektroni se tak v jednu chvili nachdzi v celém
synchrotronu? Jarda se ucastnil difrakéniho experimentu.

Jelikoz je klidova hmotnost elektronti Fo = 511keV zanedbatelnd vici jejich celkové ener-
gii E = 6,03 GeV, pohybuji se silné relativisticky. Muzeme vypocitat jejich rychlost, vyjdeme-li
z rovnice

E
Ezio7

1-(2)°

kde v je jejich rychlost a c je rychlost svétla. Dostaneme

2
Yoy 1- (@) = 0,999 999 996 .
c E
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Déle proto vzhledem k presnosti zadanych veli¢in a pozadavku na presnost vysledku muzeme
pocitat s hodnotou v = c.

Frekvence obihani elektront v synchrotronu je f = ¢/l, kde | = 844,4m je obvod synchrot-
ronu. Proud vytvoreny jednim elektronem tak je I. = ef, kde e je elementdrni nédboj.

Celkovy pocet elektroni je pak jednoduse

1 I Il 9
N=—=—=—=630-10".
I ef ec
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 21 ... maximalni pétanque 6 bod

Vojta hral pétanque, ale vazné mu to neslo. Proto se nastval a rozhodl se kouli, kterou pravé
drzel v ruce, zahodit co nejdél. Pod jakym thlem ji musi vyhodit rychlosti v = 11m-s~!, aby
se dostala co nejdal, jestlize se koule po dopadu jesté kutali? Po dopadu na zem je absorboviana
jen vertikdalni slozka rychlosti, koule neprokluzuje a soucinitel valivého odporu je ¢ = 0,17.
Predpokladejte, ze koule dopadne na nedalekou vodorovnou vyvyseninku, a to do stejné vysky,
v jaké opustila Vojtovu ruku. Vojta nepochopil pravidla pétanque.

Délku vrhu uréime dle znamého vztahu jako
2
dy = Y sin2a ,
g

kde 0° < a < 90° zna¢i hledany tihel vrhu. Pokud se absorbuje veskerd vertikalni slozka
rychlosti, bude mit koule o hmotnosti m bezprostfedné po dopadu kinetickou energii

1
By = im (v cos a)2 ,
proti které bude konat préaci valivy odpor. Podminkou zastaveni koule tedy bude
1
Ex =dyvmge = dx=—(vcos a)2 ,
2cg

celkem tedy koule urazi vzdalenost

v? /1 2
d=dy+dy, = — (—cos a+sin2a> .
g \2c

Aby byla tato vzdalenost maximélni, musi byt maximalni vyraz
1
— cos® a + sin 2a.
2c
Derivujme tedy podle a a polozme rovno nule
1
—2—2coso¢sina +2cos2a=0 = tg2a=4c,
c

odkud dostédvame onen optiméln{ thel jako 17°.
Poznamenejme, ze pokud neformdlné polozime ¢ = oo, dostaneme onen zndmy vysledek 45 °,
ktery odpovidé situaci, kdy se koule nekutdli.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

16


mailto:jardah@fykos.cz
mailto:vojtech.david@fykos.cz

Fyziklani Online 2023 13. roc¢nik 22. listopadu 2023

Uloha 22 ... preparace vélce 5 bodu

Meéjme homogenni valec. Kolem jeho osy z néj vyrizneme mensi valec. Duty i mensi valec pak
pustime z naklonéné roviny. Jaky polomér méd mensi vélec, jestlize se rozjizdi s o 20 % vétsim
zrychlenim nez zbytek vétsiho valce? Uvedte v ndsobcich ptivodniho polomeéru.

Jarda chtel zadat ulohu bez jediného cisla. Nepovedlo se.

Pri pohybu po naklonéné roviné plati pro odvalujici se téleso o hmotnosti m zdkon zachovani
energie ve tvaru

1 1
mgh = §mv2 + §Jw2, 3)

kde g je tihové zrychleni, h je vyska, o kterou téleso sestoupilo, v je rychlost, kterou ziska jeho
stfed, J je moment setrvacnosti vii¢i ose symetrie a w je tthlova rychlost otaceni. Pro vélec plati
J = %mrQ, kde r je jeho polomér. V pripadé, zZe téleso neprokluzuje, musi platit wr = v.

Na naklonéné roviné poustime dvé télesa o rtizné hmotnosti a poloméru. Pro kazdé z nich
spocitame jeho zrychleni. Oznacme hmotnost puvodniho vélce M, jeho polomér R, hmotnost
malého valce jako m a jeho polomér jako r.

Pro maly vélec plati
11 o 1 5 1 4

1 2 1 2 1 2 2 3 2
S + 2wt = s + == = -mv® + ~m® = S 4
277’!/(1 QJW 2m1) B 27717' w 2m1} 4m1) 4m'U ( )

Zakon zachovani energie ma tedy tvar

3 2
mghi = I = a = ggsina,

kde jsme indexem 1 oznacili zménu vysky, rychlost a zrychleni vélce a « je tihel ndklonu roviny

vici vodorovnému sméru. Ke zrychleni jsme pfisli dplnou casovou derivaci zédkona zachovani

energie, nebot hy = vy sinaa v?/2 = ayv1, piicemz v; se pak na obou stranach rovnice pokratilo.
Hmotnost velkého vélce je M — m a jeho moment setrvacnosti vici ose symetrie je

1 2 1 4
2MR Mo -
Pravé strana rovnice E tak je
1 2 2 2\ v 1 2, 1 2 2y v
5 (M —m)u +2( MR? -1 r)ﬁ—E(M—m)v + 5 (MR =) 2. (5)

Stejnym procesem jako o kousek vyse najdeme zrychleni zbytku vélce jako

1 o 1 2 2 U%
(M—m)ghg—E(M—m)vg—i—Z(MR —mr )ﬁ’
odkud
a M —m gsina
2 = Sin o
(M—m)-l—%(M—m}%)

Z podminky 2 ‘“ = K =1, 2 pak dostavame rovnici

2

3M — 2m — m; —3KM —3Km.
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Vyjadiime m a M pomoci r a R, délky vélce h a hustoty p jako m = nwr?hp a M = nR>hp.
Dosazenim do predchozi rovnice a po vykraceni n, h a p dostdvame bikvadratickou rovnici

r+(2-3K)R**+3(K—-1)R* =0,

kde proménné je 2. ReSenfm této rovnice je

o —(2—3K)j:\/(2—3K)2—12(K—1)R27 —2 43K & (4 - 3K) o
N 2 N 2 ‘

Zvolime-li znaménko +, dostaneme r = R a nezavislost na K, coz nedava smysl. Volime proto
znaménko —, coz vede na

r=+/3(K—-1)R.
Vidime, ze se nikdy nemiize stat, aby zbytek valce jel rychleji nez maly valec. Zaroven ale iloha
nemd feseni ani pro K > %, protoze pak vyjde r > R. Pokud r — R, stava se ze zbytku vélce
obru¢ a dosahuje zrychleni % gsina. Po dosazeni K = 1,2 dostavame hledany vysledek

3 .
—\/;—0,775.

=y

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 23 ... potkani na sobé 4 body

Predstavme si hromadu potkant, z nichZ kazdy m& hmotnost m. Potkany usporddame do 2D
pyramidy podobné Pascalové trojihelniku. Na vrcholku bude jeden potkan, pod nim dva, v dalsi
radé tri a tak dale. Mame jich hodné, limitné nekonecno. Kazdy potkan rozklada svou vahu
i vahu, kterou nese, na potkany pod sebou. Jakou celkovou hmotnost musi unést nohy potkana,
ktery je uplné vlevo dole? Vysledek udejte jako nasobek m. Pokud by byl nekonecny, zadejte Q.
Uvazujte, ze jsou potkani v homogennim tihovém poli.

Karel se zamyslel nad Jdrou (da) Cimrmanem.

Hlavni obtiznost tlohy spocivid v rozsahu zaddni a v pochopeni otizky samotné. Nabizi se
hned nékolik moznych pristupt. Praktickou variantou je udélat si napiiklad v Excelu tabulku
a podivat se, k ¢emu se hodnoty blizi; a skutecné se jiz po nékolika radcich zacnou ustalovat
okolo 2m.

Alternativou je rucné si napocitat ¢leny. Hmotnost, kterou musi ustdt potkan v kazdé dalsi
radé, dostaneme tak, ze vzdy vezmeme polovinu z bfemene potkana predchoziho a pricteme m,
coz reprezentuje hmotnost potkana samotného (na tu nesmime zapomenout, nebot se zadédni
ptd na celkovou hmotnost, kterou musi potkanovy nohy unést). Pro jednoduchost uvazujme
pouze nasobky m — nese-li potkan v n-té fadé vlevo hmotnost my, oznaéime an, = mn,/m.
Pisme

B _a 3 7 15
al—l, a2—3+1—§, ag—Z, a4—§,
Po dalsich par pokusech to vypada, ze se stdle dostavame bliz k hodnoté 2 — v tomto se tento
pristup podoba predchozimu zminénému. U obou ovSsem nevime tplné jisté, jestli je hodnota 2
skutecné presnd, ale v ramci soutéze po zadéani zjistite, ze ano.
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Lepsi postup je uvédomit si, co plati pro jednotlivé cleny

n—1
an—1 1 QAn—2 1 1 Qan—-3 1
a=1 =14 = —14=4-= — ... = -,
“ T3 Tt tetit g ;21
-

kde v zapise vpravo volime sc¢itaci index ¢ od 0 do n — 1, aby suma odpovidala skutecné situaci.
Nyni mtizeme vypocitat limitu pro n — oo, resp. seéist nekonec¢nou geometrickou radu, ¢imz
dostaneme

1
i=0 2
Dostali jsme tak skutecné ocekavany vysledek 2.

Ukézeme jesté jeden, doposud nejvice trikovy postup, ktery nam taktéz da spravny vysledek.
Predpokladejme, Ze vysledek zndme, oznacme jej tfeba x. Pokud se nase posloupnost skute¢né
blizi néjakému redlnému c¢islu, musi platit, ze o jednu rfadu vys je vysledek prakticky stejny;
sestavime tedy rovnici

T
rx=1+ 5 = 5= 1 = x=2.

Dostali jsme tak opét vysledek, ze nasobek hmotnosti m, ktery nese levy spodni (¢i pravy

spodni) potkan, je 2. Tento postup je asi nejrychlejsi.

Vysledek je ve vsech ptipadech platny pouze pro poslusné potkany, ktefi zatézuji rovnomérné
své kamarady pod sebou, stoji vSichni v homogennim tihovém poli a je jich nekone¢né mnozstvi.
Akorat chudéci ti uprostred, protoze ponesou nekone¢nou zatéz. Ale ¢im vic potkani, tim snad
1 vetsT mendvist vuci nim, jak si klasik, Jdara Cimrman, pral ve svjch pedagogickijch pravidlech.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha 24 ... postmoderni uméni 5 bodt
Lego chtel vytvorit sousosi. Vzal proto kvadr hmotnosti mo = 18,5kg se N
¢tvercovou podstavou o strané délky a = 60,0 cm a vysce h = 185 cm, ktery “,

postavil vedle pevné stény (stény kvddru jsou s ni rovnobézné). Nésledné
mezi kvadr a sténu vlozil desku tak, ze jen diky treni drzela ve vodorov-
né poloze ve vysce h. Koeficienty treni mezi deskou a kvddrem i deskou
a sténou jsou f = 0,42. Koeficient treni mezi kvadrem a zemi je efektivné
nekonecny. Lego chce jesté doprostred desky polozit zavazi. Jaky miize byt
nejvétsi soucet hmotnosti zavazi a desky, aby ji tam kvadr udrzel? Deska
i kvadr jsou homogenni. Legovy tlohy se vyvijeji.

m

Zaujima nés, kedy kvader neudrz{ dosku. Vieme, Ze trenie medzi kvidrom a zemou je efektivne
nekoneéné, ¢ize kvdder nezacne preSmykovat (mozeme si to predstavit tak, ze za kviddrom je
na zemi zardzka, ktord ho nepusti dalej). Sily posobiace na kvader teda v principe vzdy mézu
byt v rovnovéhe. Co teda méze sposobit, ze kviader dosku neudrzi? Moze sa stat, ze momenty
sil nebudt v rovnovahe. Inymi slovami: sice by sa mohlo zdat, ze vdaka neobmedzenému treniu
medzi kvidrom a zemou mdze kvader na dosku tlacif Tubovolnou silou, to ale nie je pravda,
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pretoze pre niektoré velkosti sil by sa kviader zacal prevracat. Takymi silami na dosku pésobit
nemoze, Cize pre pripady, kedy by bola potrebna taka sila na udrzanie dosky, doska spadne.

Bude nés teda zaujimat celkovy sicet momentov sil pésobiacich na kvader. Ako os otdc¢ania
si zvolime zadnd hranu na zemi, nakolko to je hrana, okolo ktorej by sa kvader zacal prevracat,
keby bola sila, ktorou nanho tla¢i doska prilis velka.

Aké vsetky sily na kvdder pdsobia? Je to tiaz, normalova a trecia sila medzi nim a doskou
a normalové a trecia sila medzi nim a zemou. Postupne si tieto sily, a hlavne ich momenty,
v tomto poradi rozoberieme.

Kvader m4 hmotnost mg, Cize tiaz kvadra mé velkost mog. Kedze kvader je homogénny,
bude této sila posobit v jeho strede, a teda v horizontdlnej vzdialenosti a/2 od zadnej hrany.
Moment sily, ktorym téato sila posobi na kvader teda bude

My = %amgg.

Podme teraz na sily medzi kvadrom a doskou. Oznac¢me si sticet hmotnosti dosky a zavazia
ako m. Dosku tlacia nahor iba sily trenia, a to medzi nou a stenou a medzi nou a kvadrom.
Trecia sila sa d4 spocitat ako koeficient trenia f (ktory je pre obe tieto dvojice povrchov
rovnaky) ndsobeny normdlovou silou, ktord tlaci tieto 2 povrchy k sebe. Kedze doska sa zjavne
nepohybuje vo vodorovnom smere, musia byt sily v tomto smere vyvazené. Teda normaélova sila
na jednej strane dosky musi byt rovnako velkad ako t4 na druhej. Ak si oznac¢ime tuato silu Fn,
tak trecia sila na kazdej strane bude Fy = fFn. Stcet trecich sil musi vykompenzovat tiaz
dosky a zavazia, ¢ize mg = 2F;. Odtial mozeme vyjadrit silu, ktorou na seba kvader s doskou
tla¢ia ako Fv = mg/(2f).

Akymi momentami budi tieto 2 sily na kvader posobit? Trecou silou bude doska tlacit kva-
der dole, a teda tento moment bude pdsobit rovnakym smerom ako moment od tiaze samotného
kvadra. Vodorovna vzdialenost posobiska tejto sily od osi otacania je a, preto moment od trecej
sily je

M, = aF; = %amg.

Moment od normaélovej sily medzi doskou a kvddrom bude roztacat kvader v opacnom
smere nez moment od tiazovej a trecej sily, takze mu priradime opac¢né znamienko. Tato sila
je vodorovna, cize jej rameno bude rovné zvislej vzdialenosti posobiska a osi otacania, Cize h.
Spolu teda tento moment bude

MN = —hFN = —%hmg.

Zostava nam este posobenie medzi kvidrom a zemou. Trenie pésobi v rovine zeme, je teda
zrejmé, 7e vzhladom na os oti¢ania bude pdsobit nulovym momentom. Co ale s normélovou
silou? T4 je vo vSeobecnosti nejako spojito rozlozena po celej stycnej ploche. V pripade, keby na
kvader neposobili ziadne vonkajsie sily, bolo by to rozlozenie rovnomerné a mohli by sme teda
pocitat, Ze normalova sila posobi v strede podstavy. AvSak ked bude na kvader pdsobit nejakd
sila, toto rozlozenie sa zmeni. Mozete si to skusit — postavte sa rovno, ked na vas kamarat
spredu zatlaci, aj ked vas neprevrati, ,vaha sa vam presunie na péty“. Podla ¢oho sa ale presne
toto rozlozenie meni? No podobne ako trecia sila je prave takd, aby sa predmet nesmykal (az
pokial nieco neprekond jej maximdalnu velkost), tak toto rozlozenie normélovej sily je presne
také, aby sa predmet neprevratil (pokial nie je posobiaci moment az prilis velky).
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Moment normaélovej sily od zeme bude kvader roztdcat v rovnakom smere ako moment
od normaélovej sily od dosky. V hrani¢nej situdcii, ked bude normalova sila medzi kvadrom
a doskou maximdlna moznd, bude teda normélova sila medzi zemou a kvadrom pésobit celd
v osi otdcania (lebo tam mé nulovy moment). Ak by nepésobila celd tam, a teda mala nenulovy
moment, znamenalo by to, Ze je mozné silu medzi kvidrom a doskou este zvysit, lebo dostatocne
malé zvySenie by len zavazilo kvader viac dozadu. Cize ked sa zaujimame o maximalnu mozni
hmotnost dosky a zdvazia, momenty sil medzi kvidrom a zemou musime braf nulové vzhladom
na nami zvolenu os otacania.

Dostavame teda rovnost, ktorda bude platit v hrani¢énom pripade

My + My + Mx =0

1am —|—1am —ihm =0
5 09 B g 2f g =
771:,:7170:2,9213;7
Fa 1

to je maximdlna mozna hmotnost m, aki kvader udrzi.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 25 ... led v kostce 5 bodu

Led o hmotnosti 15g a teploté 0 °C uzavieme za normdlni teploty a tlaku vzduchu do tésnici
krychlové nadoby o objemu 0,101 a zacneme ji zahrivat. Jaky tlak bude v kostce ptisobit, az
bude uvnitf teplota 120 °C? Jarda chtél ucastniky nachytat, ale nachytal se sam.

Nejprve zkusime vypocet s vodou jako idedlnim plynem, poté se ovsem nad nasim vysledkem
zamyslime a zavrhneme jej.

Objem vzduchu v kostce je na zaéatku Vi, = V — m/pL = 83,6cm?®, kde m = 15¢g je
hmotnost a pr, = 916,2kg-m~3 hustota ledu pfi teploté 0 °C. Protoze je to vzduch za normélnich
podminek, miuzeme ze stavové rovnice urc¢it latkové mnozstvi, které v kostce je, jako

W
" RT,

Ny = 3,48 mmol ,

kde pn a Ty, jsou tlak a teplota za normalnich podminek.
Pri teploté T = 120 °C uz bude veskera voda vyparend. Molarni mnozstvi vody je

ni,0 = ﬁ = 833 mmol.

2

Molarni mnozstvi vody je tedy mnohem vyssi, parcidlni tlak vzduchu tak muZzeme zanedbat.
Celkovy tlak tedy nakonec bude

nH,0
p=—22RT — 27 MPa.
%
To je velmi vysoky tlak. Voda ale pii zvySeném tlaku vari az pfi vyssich teplotach. Proto

se ani pfi 120 °C neodpaii veskerd voda, naopak pouze ¢dst. Voda bude pulisobit parcidlnim
tlakem, ktery je tlakem sytych vodnich par pii 120 °C, nebot pfi ném se uz zaddnd dalsi voda
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neodpari. Jeho hodnota je pfiblizné pw = 198,9 kPa, lze ji najit na internetu, napf. na https:
//www.engineeringtoolbox.com/water-vapor-saturation-pressure-d_599.html.
K tomuto tlaku se musi pri¢ist jesté parcidlni tlak vzduchu uvniti kostky. Objem vzduchu
je
m

Vo=V = Vo=V — =84,1cm®.

P120 °C

V tomto vypoctu jsme usoudili, ze hmotnost vody, ktera se vyparila a je v kostce ve formé plynu,
je zanedbatelnd oproti hmotnosti, kterd je stdle v kapalném skupenstvi. Vidéli jsme totiz, ze
kdyz se odpafi cela voda, je jeji tlak alespon o dva fady vyssi nez tlak sytych vodnich par.
Mnozstvi odparené vody tak také bude o dva fady nizsi nez hmotnost zbytku. Hustotu vody
jsme pouzili praooc = 943kg-m ™3 ze zdroje https://www.engineeringtoolbox.com/water-
density-specific-weight-d_595.html.

Pro parcidlni tlak vzduchu proto plati

RT V. T

—— = Pn — = 135kPa.
Vo P"Via T &

Pv = Ny

Celkovy tlak v kostce tedy ¢ini

Ptot = Pw +pv = 334kPa = 330kPa.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 26 ... Kdy uz tam budu? 7 bodt

Jarda se veze ve vytahu, ktery stoupa stalou rychlosti. Protoze uz je netrpélivy, haze si svymi
kli¢i od pokoje. Vzdy je vyhodi do vysky 62cm. Mezi jednim vyhozi a ndslednym chycenim
kli¢i ale vytah zacal rovnomeérné brzdit, takze klice vylétly do vysky 72 cm a stravily ve vzduchu
0 0,15s vice casu. Urdcete, s jakou velikosti zrychleni vytah zpomaloval.

Jarda se uz ve vytahu tést do postele.
Pri brzdéni vytahu pri cesté vzhiru pusobi setrvacna sila ve vytahu smérem vzhtru, zrychleni
kli¢t tak bude mensi (oznac¢ime jej a). Protoze je vyska, do které klice vylétly, vétsi nez pi-
vodni, nastalo brzdéni pri stoupani klica.

Pti rovnomérném pohybu vytahu stravily klice ve vzduchu vzdy cas

1 t? [2h
h=-g— = t=2./22=0."711s.
291 Oa S

Dobu kli¢t ve vzduchu pti vyhozeni s brzdénim vytahu si rozdélime na dva —¢; je ¢as od vyhozu,
kdy vytah jesté nebrzdi, a Cas ts stravi klice ve vzduchu, kdy na né pusobi zrychleni a. Plati tak
T =2+/2h/g+ At = t1+t2 = 0,861 s. Jesté vydislime poc¢dteéni rychlost vo = /2gh = 3,49 m's.

Oznac¢me rychlost, kterou klice mély v okamziku zmény zrychleni, jako v1. Pak pro ni plati

v1 = /v — 2gh1,
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kde hi je vyska, v jaké se v tomto okamziku nachdazely. Pro ¢as t; pak plati
Vo — V1
Y

t1 =

Cas t2 je pak slozen ze dvou tsekit — v prvnim kli¢e jesté letély nahoru a ve druhém padaly

doli. Muzeme jej zapsat jako
[2H
to = u +4 —_—
a

Dosazenim do rovnice pro celkovy cas dostdvame

v —a 2H
t+to = 2 4oy 2 +4/—=T.
g ag a

Posledni nezndmé jsou vy a hledané a. Ze zdkona zachovani energie zndme rychlost klict v oka-
mziku zmény zrychleni. Ta se pak celd pfeméni na zménu potencidlni energie s novym zrychle-
nim ve vytahu, takze mame vztah

v — 2aH

2 _ _ _
vy =2gh1 +2a(H —h1) =2(g—a)h1 +2aH = 2(g—a)

=hi.

Odsud dosadime do vztahu pro vi, ktera tak je

2gH — 3
v =4/a"—"L.
g—a

Dosazenim do rovnice pro casy tak uz dostdvame rovnici, ve které je jako jedind neznama

hledané zrychleni. Mame
lg— [2H
gaa2g(H—h)+g - =97 —vo.

Rovnici pro a bychom mohli dédle upravovat, ale vycislime hodnotu a numericky. Dostdvame
2

a = 7,74m-s"2. Vytah proto zpomaloval se zrychlenim ay = g — a = 2,1 m-s 2.
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 27 ... zékefny klakson 5 bodt

Na soustredéni icastnici mérili rychlost auta pomoci posunu frekvence klaksonu. Narazili ale na
problém — tén klaksonu se mezi jednotlivymi opakovanimi ménil. Lega proto napadla nasledujici
modifikace experimentu: zmérime frekvenci klaksonu, kdyz se k nam auto blizi, jako f1 =
= 437 Hz. Hned na to frekvenci fo = 415Hz, jakmile projede auto tésné kolem nas. Jestlize
predpokldadame, zZe rychlost auta ani frekvence, kterou klakson vyddva, se mezitim nezménily,
Jjakou rychlosti auto jelo? Lega skutecné napadla na soustredéni béehem prezentaci.

Dopplerov posun pre pripad, ked sa zdroj blizi k ndm, sa da vyjadrif vztahom

Ve
b

fi=fo

Ve — U
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kde fi je frekvencia, ktord nameriame; fo je frekvencia, ktord zdroj (¢ize v naSom pripade
klaksén) vydava; ve = 343m-s~' je rychlost zvuku vo vzduchu a v je rychlost zdroja (&ize

v nasom pripade rychlost auta).
Ked sa od nas bude zdroj vzdalovat, iba sa oto¢i znamienko pri rychlosti, takze bude platit
fa=fo

Ve
Ve 4 v

Dostavame teda ststavu dvoch rovnic pre nezndme fy a v, pricom zadanie sa nés pyta iba
na v. Sustavu mézeme vyriesit napriklad tak, Ze druht rovnicu podelime prvou
fo_ ve—v
fl Ve +v

Vynésobime obe strany menovatelom pravej strany, presunieme vsetky cleny obsahujtice v na
jednu stranu, osamostatnime v a dostavame vysledok

1- L2
v = vcig = 31,9km-h71 .
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha 28 ... nespravné napé&ti 5 bodu

V testovacim elektrolyzéru vody nam vznika 1,43 g vodiku za hodinu. Pristroj napdjime stejno-
smérnym proudem ze zdroje, jeZ je pripojen kabely, pricemz kazdy ma odpor 3,1 mQ2. Vystupni
napéti na zdroji je 1,95V, to ovsem neni primo spojené s elektrolyzou. Jaké napéti bychom
namérili, pokud bychom voltmetr pripojili primo k elektrolyzéru? Jarda vyrabt vodik.

Zdroj musi kromé napéti, které je potfebné na samotnou elektrolyzu, doddvat napéti na preko-
nani ohmického odporu v privodnich vodic¢ich. Jestlize mérime napéti primo na elektrolyzéru
pomoci ¢tyrbodové metody, namérime mensi hodnotu, a to

U.=U — 2RI,

kde I je proud, ktery celym systémem prochazi a koeficient 2 musime zapocitat kvili tomu, ze
jeden kabel jde ze zdroje do pristroje a druhy zpatky. Mnozstvi vylouc¢eného vodiku je podle
Faradayova zakona elektrolyzy imérné prochéazejicimu proudu jako

dm _ Mn, T

dt Ny 2e’

kde koeficient 2 mame kvili tomu, ze na kazdou molekulu Hy pfipadnou dva elektrony. Mo-
larni hmotnost vodiku pouzivdme 2,016 g-mol~!. Po vyjadieni I a dosazeni do prvni rovnice
dostavame napéti, pod kterym probiha samotna elektrolyza, jako

2eNa dm

— =1,71V.
My, dt

U.=U—-2R

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha 29 ... st¥ikoun lapavy 6 bodu

Strikoun lapavy je druh ryby, ktery si pro obstaravani potravy nasel origindlni zpisob lovu
koristi. Priblizi se k hladiné a vyplivne proud vody, kterym sestreli nicnetusici hmyz sedici
v blizkosti. Ten spadne do vody a nemda mnoho casu uniknout. Jestlize strikoun hmyz vidi
sedét pod tihlem 35 ° viici kolmici k hladiné, jak nejddle musi od néj hmyz sedét, aby mohl byt
sestrelen? Uvazujte, ze ryba dokdze sestrelit hmyz sedici nejvyse 3,0m nad hladinou.

Jardu poprskaly rybicky.

Z posledni podminky dostaneme, ze rychlost, jakou stfikoun dokéze vodu ze své tlamy vypliv-

nout, je
v =1/2gh,
kde h = 3,0m.
Daéle musime pouzit ochrannou parabolu, jejiz rovnice je pro stiikani z nulové vysky
1 -
=——x h.
y=Tpt T

Tam, kde se tato parabola protne se smérem ke hmyzu, je nejvzdéalenéjsi pozice, kde jesté
muze byt potrava zasazena. Musime proto urcit dany smér. Mohlo by se zd4t, ze je to téch 35°
ze zadani, ale oci stiikouna jsou pod hladinou, je tedy nutné zapocitat lom svétla na vodni
hladiné. Ze Snellova zdkona pro vodu s indexem lomu n = 1,333 dostavame

B = arcsin(nsina) = 50 ° .
Primka y = x cotg 8 se s ochrannou parabolou protne v bodech
—cosfE1
sinf ’
pfi¢emz nas v nasem TesSeni zajimé kladny kofen. Celkova vzdalenost od stfikouna tak mize
byt maximélné

1
0= Eﬁ—&—mcotgﬁ—h = z12=2h

_r1_ ,1—cosf 1 ~36m
T sing sin? " 14cosp
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 30 ... kopeme nahoru 6 bodu

Uvnitr duté planety se vyvinula zvlastni forma zivota. Obyvatelé této vakuové bubliny o po-
loméru r = 1000km se rozhodli prokopat se nahoru na povrch planety. Jejich védci zmérili
hustotu kamene v nékolika mistech a zjistili, Ze se vzdalenosti od stredu planety linedrné kle-
sd. Na okraji své bubliny namérili hustotu 9000kg-m™> a o 100km ddl od stfedu naméiili
8800 kg-m~3. Diky tomu odhadli, Ze jejich planeta pravdépodobné nebude mit polomér vétsi
nez 5000 km.

Béhem kopani tunelu se ve vzdalenosti R = 3000km od stredu planety rozhodli udélat
si pauzu na obéd. Narazili ale na zvlastni komplikaci — gravitaci. Uvnitf jejich bubliny je totiz
nulové gravitacni zrychleni, byli tedy prekvapeni, Ze je néco tahne zpét doli. Spocitejte gravi-
tacni zrychleni v misté jejich obédové pauzy. Pocitejte s tim, ze vSechna hmota ve vzdalenosti
x od stredu planety ma stejnou hustotu. Kuba cetl Toulavou Zemi.
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Vyuzijeme Newtonovu vétu o obalu (Newton’s shell theorem), kterd 1ika, Ze intenzita gravitac-
niho pole uvnitt kulové plochy je nulova. To je také ten divod, proc¢ je uvnitt této duté planety
nulové gravita¢ni zrychleni. Soucasné to znamend, ze mizeme ignorovat veskerou hmotu, kterd
se nachdzi nad nasimi prazkumniky.

Staci ndm tedy urcit, jak na prizkumniky gravitacné pusobi ta hmota, jez se nachézi v kouli
pod nimi. Uprostted této koule se nachazi bublina vakua. Zde vyuzijeme druhou ¢ast Newtonovy
véty o obalu. Ta rika, ze kulova plocha puisobi na vnéjsi objekty gravitacné tak, jako by veskerd
jeji hmota byla soustfedéna v jejim stfedu. Sta¢i ndm tedy urcit gravitacni pusobeni kulové
plochy s polomérem z a zintegrovat to od r po R.

Vime, Ze hustota planety p je néjakd linedrni funkce zdvisld na z. M4 tedy tvar p(z) =
= ax + b. Z méfen{ védch vime, ze zaprvé plati 9000kg-m™ = a - 1000 - 10> m + b, a zadruhé
8800kgm™3 = a- 1100 - 10°m + b. Po vyfeSeni této soustavy rovnic dojdeme k vysledku
a=—-2-10"2kgm™* a b=11000kg-m~>. Dostdvime tedy

G G

G 2

Tento vysledek zintegrujeme od r po R

4G R 3 2 471G Ta 4 b 3 R GG 4 371 R
g= RQ[ (a:r +bx)dx: 2 [Zx —I—gmkzﬁ[i’)am +4bx]r

4nG
R2

(a:r3 + bx2) dx.

Po tpravé a dosazeni pak ziskame

G 4 4 3 3\ - —2
9= 35z 30 (B =r") +4b(R* —17)] =5,15ms"",
Jakub Smolik
jakub.smolik@fykos.cz
Uloha 31 ... ozvénaaaaaaaaaaaa 6 bodu

Uprostred dlouhého tunelu o poloméru R = 15m stoji bodovy zdroj zvuku, ktery vyda kratké
pipnuti. Ve vzdalenosti D = 210m rovnéz uprostied tunelu uslysime jeho hladinu intenzity
jako 60dB. Za jak dlouho po prvotnim uslyseni pipnuti prestaneme slyset jeho ozvénu, jestlize
se pri kazdém odrazu od stény snizi jeho intenzita o 60 %? Hranice slySitelnosti v tunelu je
22 dB. Jarda v mlddi casto byval v jeskynich Moravského krasu.

Snizovani hladiny intenzity zvuku probihd dvéma zpusoby — jednak pfi odrazu, jednak samot-
nym Sifenim v prostoru, nebot zdroj zvuku je bodovy. Hladinu intenzity zvuku vyjadrime jako

1
L =10lo, (—) ,
g To
kde I je intenzita zvuku v daném misté a Ip = 1072 W-m~2 je intenzita prahu slySeni.
Bodovy zdroj se vyznacuje tim, ze mizeme vuci vzdalenosti od néj zanedbat jeho rozmeéry.
Predpokladejme, ze z néj vychézi néjaky vykon P izotropné do vSech sméru. Intenzita ve vzda-

lenosti r tak je
P

4mr2’

26


mailto:jakub.smolik@fykos.cz

Fyziklani Online 2023 13. roc¢nik 22. listopadu 2023

Intenzita tedy neprili§ prekvapivé klesd s druhou mocninou vzdélenosti. Ze zadani dokdzeme
jednoduse dopocitat akusticky vykon zdroje a pouzit ho pii dalsich vypoctech.

Potfebujeme urcit pocet odrazi, pri kterém jesté budeme hladina intenzity zvuku vétsi nez
20dB, coz odpovida intenzité 1001y. Zvuk se odrazi od stén, takze putuje vétsi vzdalenost
k bodu, kde jej slysime. Protoze je situace rotacné symetrickd, muzeme uvazovat pouze 2D
prutez. Bod, ve kterém poslouchdme, si zrcadlové zobrazime pres sténu, a to hned nékolikrat.
Kazdy z téchto bodu si pak spojime se zdrojem zvuku a zmérime vzdalenost. Ta pak pro n-ty
zobrazeny bod bude

Ty = (2nR)2 + D2,

Také si poznamename, kolikrat zvuk projde pres zrcadlovou zed, to bude reprezentovat po-
Cet odrazu. Toto ¢islo je pfimo rovno n. Intenzitu zvuku spocitanou ze vzdélenosti r, pak
prendsobime faktorem 0,4". Vysledky zaznamendme do tabulky [I.

Tabulka 1: Zavislost hladiny intenzity zvuku na poc¢tu odrazt od zdroje.

n I L

m W-m—2 dB
210 1,0-107% 60,0
212 39-1077 559
218 1,5-1077 51,7
228 54-107% 47,3
242 1,9-107% 429
258  6,8-107% 38,3
277 24-107° 33,7
297 8,2-10710 2971
319 2,8-1071° 245
342 99-107* 19,9

©C N U W~ o |mS

Vidime, ze teprve pti deviti odrazech klesla hladina intenzity zvuku pod 22 dB. To odpovida
casovému zpozdéni

At ="2"T0 = 395,
c
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 32 ... maximalni aktivita I 6 bodil

Jindra ma Ny = 107 atomii izotopu *''Bi. Ten se s polo¢asem rozpadu Tg; = 2,14 min premériuje
na izotop 2°7Tl, ktery se s polo¢asem rozpadu Tr; = 4,77 min pfemériuje na stabilni izotop °"Pb.
Jaka je maximalni aktivita, které systém dosahne? Jindra nepohrdne Zadnou aktivitou.

Mohlo by se zdat, ze k odpovézeni této otdzky musime vyftesit soustavu diferencidlnich rovnic
popisujici rozpadovou fadu, ale to neni pravda. Maximalni aktivita bude v systému v case t = 0,
coz muzeme dokazat i ivahou.
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Rozpad radioaktivniho izotopu miizeme popsat bud poloc¢asem rozpadu T}/, nebo rozpa-
dovou konstantou . Jestlize v case t = 0 bylo v systému N atomii daného izotopu, tak v Ca-
se t bude v systému jen

__t
N(t)=N-2 T/2 = Ne (6)

atomu onoho izotopu, jelikoz ¢ast z nich se jiz rozpadla. Mezi polocasem rozpadu a rozpadovou

konstantou plati vztah
_ In2

A= .
Ty )2

Aktivita R radioaktivniho izotopu (mnoZstvi rozpadu za sekundu) zavisi na mnozstvi ato-
miu N v systému a rozpadové konstanté A

R=AN.

V naSem systému se nachézeji dva radioaktivni izotopy *''Bi a 2°"T]. Nazvéme okamzity
pocet atomu bismutu jako Npi a okamzity pocet atomu thallia jako Nt;. Aktivita zdvisi na
okamzitém mnozstvi atomu obou izotopu jako

R = ABiNBi + A1iNt1, (7)

kde Agi a At jsou rozpadové konstanty danych izotopu. Vzhledem k tomu, ze Tsi < Tmi,
plati Agi > ATi.

Nyni prijde klicova ¢ast nasi avahy. Diky tomu, Ze rozpadova konstanta izotopu bismutu je
vétsi nez rozpadova konstanta izotopu thallia, pfi stejném mnozstvi atoma obou izotopu bude
vzorek bismutu vykazovat vyssi aktivitu. V nasem systému zaciname Cisté s atomy bismutu
v mnozstvi No. V pribéhu Casu se ¢ast z nich rozpadne na izotop thallia. Déle ¢dst atomu
thallia se rozpadne na stabilni izotop olova 2°"Pb. Jestlize se rozpadlo M atomi bismutu,
pak se v systému nachdzi Npi = No — M atomu bismutu a N1 < M atomu thallia. Znovu
se podivejme na rovnici ([]). Cast atomi bismutu byla nahrazena atomy thallia. Jak uz bylo
feCeno, izotop thallia m& nizsi aktivitu nez stejné mnozstvi izotopu bismutu. Ale mnozstvi
atomu bismutu pouze klesa podle rovnice (ff) a v systému nikdy nemiize byt vice atomu thallia,
nez kolik se rozpadlo atomi bismutu. Proto maximélni aktivita v systému nastala v ¢ase t = 0
a méla hodnotu

Riax = ApiNo = 5,40 - 10*s ™" .

Maximalni aktivita v nasem systému méla hodnotu 54,0 kBq.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 33 ... ponofovaci 5 bodl

Mame k dispozici zanedbatelné tenkou dutou kouli a dutou krychli, obé o objemu V = 51 a plné
vzduchu. Jaky je pomér praci, které potrebujeme k jejich ponoreni pod vodu? Podstava krychle
je rovnobéznd s hladinou (béhem pohybu ji neotdcime), obé télesa zacinaji na hladiné a chceme
je dostat do stavu, kdy jsou uplné ponorend a dotykaji se hladiny. Jako vysledek odevzdejte
cislo vétsi nez 1. Matéj umgval véci ve vane.
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Reseni pres sily

Pro vypocet prace budeme muset prekonat vztlakovou silu — tithova sila bude v tomto ptipadé
zanedbatelnd a kompenzovand vztlakovou silou vzduchu (vzhledem k V' > 0). Jeji velikost je
vzdy timérnd objemu V' ponofené ¢asti télesa podle Archimédova zdkona jako F' = Vp,g, kde
pv je hustota vody a g tthové zrychleni.

Praci potfebnou pro ponoreni krychle vypocitdme primocaie jako

a \3/V 9 1 4
WD:/ Fdh:/ gpe V'V hdhzigpv\s/v )
0 0

U koule je situace o néco slozitéjsi — ponofend cast je kulovy vrchlik, jeho objem urcime dle

znamého vztahu

i
3

kde h je vyska vrchliku a r = {/3V/(4n) polomér koule. Mlizeme potom psét

Vi = (3r—h),

2 2 nh? 47 3 4
Wo = / Fdh= / gpv——(3r —h)dh = gpy—1* = {| =gp.VV .
o o 3 3 47

Préace pro ponoreni koule je tedy ziejmé vétsi a hledany pomér ziskame jako
Wo _ f S 1os
Wno T

Pre zjednodusenie zanedbdme tiaz vzduchu, ale ¢asom sa k tomuto zanedbaniu este vratime.
S tymto predpokladom je préaca vykonand pri pondrani spotrebovand iba na narast potencidlnej
energie vody. Cize nasa otdzka sa menf na to, aky je pomer medzi ndrastom potencidlnej energii
vody, ked ponarame gulu oproti tomu, ked ponarame kocku.

Zadanie nehovori o tom, akil plochu ma hladina, budeme teda pre jednoduchost predpo-
kladat, Ze je nekonecne velka. V takom pripade ponorenim objektu pod hladinu presunieme
vodu, ktord sa predtym nachadzala na jeho mieste, na hladinu. Zmena potencidlnej energie je
AFE, = mgAh, kde g je tiazova konstanta a m = Vp je hmotnost premiestnenej vody, ktora je
pre kocku aj gulu rovnaké, ¢ize pomer vykonanych praci bude rovny pomeru Ah.

Ah je rovné zmene vysky taziska presunutej vody. Ako sme uz povedali, voda je dvihana na
vodnud hladinu, ¢iZe nova poloha taziska bude na hladine. Nakolko voda je homogénna a gula
aj kocka st pekné symetrické objekty, mozeme povedat, ze pdvodné faziskd sa nachadzali tam,
kde st po ponorenf stredy ponorenych objektov. Cize pre gulu » pod hladinou a pre kocku a/2
pod hladinou. Vsetky tieto tivahy mdézeme symbolicky prepisat ako

Wo _ AE,g _ mgAhg 1
WD o AE[)D o mgAhD - (J,/27

Reseni bez sil a bez integrali

kde r = 2/3V/(4x) je polomer gule a a = V/V je strana kocky. Dosadenim dostiavame vysledok

Wo V/3V/(4n) _ 3 §;124
Wo VV /2 T
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Na zaver si eSte mozeme uvedomit, Zze poklesy potencidlnej energie vzduchu budi v rovnakom
pomere, Cize v skuto¢nosti zanedbanie vzduchu vobec vysledny pomer neovplyvni.

Vojtéch David Simon Pajger
vojtech.david@fykos.cz legolas@fykos.cz
Uloha 34 ... Zaba na lekninu 6 bodu

Jarda travi na zahrddce tolik Casu, Ze se rad seznamuje s jejimi obyvateli. Zéba seddvajici
na lekninu v zahradnim jezirku se vsak vzdycky lekne a skoci pry¢. Jestlize ma list lekninu
hmotnost 43 g a zdba hmotnost 150 g, jak nejdal miize doskocit, pokud na pevné zemi skoci az do
vzdalenosti 2,1 m? Predpokladejte, ze se leknin neprohyba a pohybuje se pouze v horizontalnim
smeéru, a to volné. Jardu doma budi Zabi kvakani.

Uvazujme, ze takova zaba je vysoce inteligentni a skace ze zemé pod takovym tuhlem, aby
doskoéila co nejdédle. Je zndmym faktem, Ze tento thel je 45° a Ze maximalni vzdalenost,
kterou predmeét vyslany rychlosti vg ze zemé urazi, je
2
L="2
g
odkud muzeme najit rychlost zaby tésné po vyskoku jako vg = +/gL.

Touto rychlosti se tedy zdba dokéze odrazit od podlozky, na které sedi. Kdyz se ovSem odréazi
od lekninu, ze zadkona zachovani hybnosti je jeji rychlost vii¢i zemi mensi. Necht je ve vztazné
soustavé s lekninem pocatecni vodorovna rychlost zaby vg cos o, pricemz « je thel, pod kterym
se zaba odrazi. Pak mé zédkon zachovani hybnosti tvar

Moy, = muy,
kde vy, je vodorovné rychlost zaby, M jeji hmotnost a v je rychlost lekninu a m jeho hmotnost.
Ve vztazné soustaveé lekninu je rychlost zaby vo cos & = v1 + v, odkud
Y Vg COS ¢
h = —— 77 -
1+

Touto rychlosti se tedy zdba pohybuje ve vodorovném sméru viéi hladiné vody (vuci zemi).
Zaba stravi ve vzduchu cas .
Vg sin «
t =g
g

)

takze dokaze doletét do vzdalenosti
022 cos acsin o
g(1+%)

Dospéli jsme k zajimavému vysledku. Nejvhodnéjsi thel, pod kterym se mé zaba odrazit vici
lekninu v jeho klidové soustavé, je opét 45 °. Maximalni vzddlenost{, kterou zaba muze doskodit,
je

l:Uht:

2
L .
1:9(11;0%) = = 047m.

m

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha 35 ... relativisticka hvézda 6 bodu

Jaky polomér by musela mit hvézda, kterd by méla hmotnost stejnou jako Slunce, ale pritom
by dochézelo k rudému posuvu tak velkému, Ze by se vinova délka zareni vychazejiciho z jejiho
povrchu prodlouzila na dvojnasobnou pro pozorovatele v nekonecnu? Pro jednoduchost uvazujte
nerotujici sféricky symetrickou hvézdu.

Karel premgslel nad neutronovgmi hvézdami a cerngmi diramd.

Jev, ktery zde budeme pozorovat, je gravita¢ni rudy posun. Ten lze pro sféricky symetrické
gravita¢ni pole popsat vztahem

Aoo (1 rs)*lﬂ

o U R ’

kde Asc /Ao je pomér vinovych délek zafeni v nekoneénu a u zdroje (v nasem piipadé rovny 2),
R je hledany polomér hvézdy a rg znaci jeji Schwarzschildiv polomér — ten ur¢ime jako

_2GM
==

rs )

kde M je hmotnost hvézdy a G gravitac¢ni konstanta. Dosazenim a tpravou vztahu dostaneme

= 1 — 2G2]\4=érs£3938m.
1_(@) c 3

Ao

Matematicky vidime, zZe se jesté nebude jednat o ¢ernou diru, nema k tomu ale daleko a takova
hvézda by na ¢ernou diru pravdépodobné zkolabovala. Typické neutronové hvézdy o hmotnosti
blizké hmotnosti Slunce mohou mit polomér v fddech 10 km.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha 36 ... kuleénik 6 bodt

Pték Fykosak je u kulecnikového stolu, ktery ma rozméry 3,5 na 7 stop a v kazdém z rohi je dira
na koule. Na stole byla bila a zelena koule, které jsou jinak naprosto stejné, vejdou se tak akorat
do dér a dokonale pruzné se odrazi od stén i od sebe. Ptak Fykosak piivodné polozil zelenou
na delsi osu symetrie stolu. Do bilé stouchnul smérem k zelené. Zelena po narazu doputovala
do jedné z rohovych dér. Bila vsak po nékolika narazech od delsich hran stolu nakonec skoncila
v té stejné dite. Kolik na stole existuje pozic pro umisténi zelené koule, aby se tato situace
mohla odehrat? Zanedbejte rotaci koulli. Jarda nejcastéji trefi do diry bilou.

Nejprve si ukdzeme, Ze se koule prfi pruzném nérazu rozleti do pravého tthlu. Ozna¢me pocatecni
vektor rychlosti jedné z kouli jako vo, jeji vektor rychlosti po srazce jako v a vektor rychlosti
druhé koule jako u. Pak plati zdkon zachovani hybnosti a zdkon zachovani energie ve tvaru

2 2 2
Vo =V +u, vg =0 +u.
Umocnénim prvni rovnice na druhou dostaneme
2 2 2
vg =v 4+ u"+2v-u,

coz pri porovnani se zdkonem zachovani energie ddva podminku v - u = 0, ¢ili Ze opravdu jsou
vektory rychlosti po srazce navzajem kolmé a koule se pohybuji po kolmych trajektoriich.
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Stul je symetricky podle dvou os. Na zacatku si zvolime jednu diru, do které budeme koule
trefovat. Protoze zelenou kouli umistujeme na jednu z os symetrie, budou dvé ze ¢tyr feseni pro
Ctyti diry stejnd. Naopak budou kvili symetrii jind feseni pro dvé diry, z nichz kazda bude na
jedné strané stolu podle delsi hrany. Nalezeny pocet feseni pro jednu kouli tak na konci budeme
muset vynasobit dvéma.

Pii pruzném narazu do zdi se zachova tecna slozka rychlosti koule, protoze sila ode zdi
pusobi pouze kolmo. Tato sila zméni kolmou slozku rychlosti na opacnou, jelikoz se zachovava
energie koule. MuzZeme si proto sténu predstavit jako zrcadlo a trajektorii koule jako paprsek.
Ten muzeme protahnout za sténu a zrcadlové zobrazit diry ve stole i na druhé strané stény.
Toto muzeme udélat nékolikrat po sobé, zobrazime si za prvni sténu i dalsi takové odrazy na
téze a protéjsi sténé.

Podle predchoziho odstavce jsme si tedy pomoci zrcadlovych odrazi zobrazili diru, do které
maji spadnout obé koule (viz obrézek). Trajektorie kouli po srdzce tvori pravouhly trojihelnik
s odvésnami, které z ptivodniho mista vedou do redlné a zobrazené diry. Bod, ve kterém dojde
ke srazce, tak lezi na Thaletovych kruznicich, které maji sttedy vzdy ve vzdalenosti

2ns
="
od trefované diry podél reilné kratsi stény kulecniku, pricemz s = 3,5stop je délka kratsi

strany stolu. Polomér kruznic je pak také d,,. Vzdalenost bodu, ve kterém dojde ke srazce, od

této stény, je pak
s\2 1

Protoze pomér delsi strany | = 7stop a kratsi s je dva, vSechny mozné hodnoty v, musi byt

mensi nez 2s, coz odpovida
/ 1
n—-<2,
4

pricemz zjistime, Ze nejvyssim indexem, ktery toto splnuje, je n = 4. Pro jednu diru existuji
pouze ¢tyti takové pozice, které maji vlastnosti uvedené v zadani. Jak jsme komentovali vyse,
musime tento vysledek vyndasobit dvéma za vsechny zbylé diry, pricemz jsme rychle ovérili, ze
zédna pozice nelezi ve stfedu stolu. Spravnou odpovédi na zadani je tedy cislo 8.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 37 ... impedanéni spektroskopie 7 bodt

V elektrochemickych experimentech se casto setkavame s metodou, kdy do zarizeni posilame
stridavy signdl, ménime jeho frekvenci a sledujeme vyvoj impedance. Uvazujme nahradni zapo-
Jjeni takového obvodu jako paralelni spojeni kondenzéatoru s kapacitou C' a rezistoru s Ra, které
jsou do série zapojené s R;. Urcete nejvétsi dosazitelny fazovy posun, o ktery je napéti opozdéno
za proudem, pokud plati 4R, = Ro. Jarda zkoumal data ze své bakaldrky o elektrolyzérech.

Impedance jednotlivych prvki je Ri, R2 a —i/ (Cw). Celkovou impedanci proto mizeme napsat
jako

Ra R2 . RiCw
—_— = Rl + ) —1 3 .
1+iRCw 1+ R5C2w? 1+ R5C%w?

-1
Z:Rl—l—(i—i—i&u) =R+
Ry
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Obrézek 5: Zrcadlové zobrazeni vybrané diry a situace pron =1an = 2.

Pokud zobrazime v grafu, kde na svislou osu zobrazime imaginarni slozku a na vodorovnou
redlnou slozku impedance v zavislosti na frekvenci, zjistime, Ze vSechny body lezi na piulkruznici
se stfedem v bodé Ri + R2/2 a polomérem R3/2. Celd pulkruznice lezi pod redlnou osou.
Opravdu, ozna¢ime-li siny) = 2R,Cw/ (1 + R§C2w2), tak dostdvame

Ry  Ro Ry  R»

Z:R1+7+7exp(—iw):R1+7+7(cos(w)—isin(w))—
 p22, 2
gy Be g B (1-RCUWE L amaCw )
2 2 \ 1+ R3C?w? 1+ R3C?w?
Ry (1 - R3C%W°? . R3C R . RiC
=R+ §2w2+1 -t 22u}2 5 = B+ 2222_2 22w2 2"
2 \1+ R3C?%w 1+ R5C%w 1+ R5C%w 1+ R5C%w

Nejvétsiho fadzového posuvu dosdhneme, pokud je nejvétsi absolutni hodnota poméru imagi-
narni a realné slozky. Uvazujme pfimku v grafu imaginarni a redlné slozky, kterou postupné
odklapime od svislé osy proti sméru hodinovych rucic¢ek. Tim zmensujeme absolutni hodnotu
poméru imaginarni a redlné slozky. V jeden okamzik se tato primka protne s pilkruznici, kterd
zobrazuje vSechny mozné impedance v zavislosti na frekvenci. V tomto bodé je tedy nejvétsi
absolutni hodnota fizového posunu. Zaroven zde plati, ze tato primka je nyni tecnou ke kruz-
nici. Dostédvdme tak pravothly trojihelnik, jehoZz pfepona je R1 + R2/2 a jedna z jeho odvésen
je R2/2. Fazovy posun mezi napétim a proudem tedy nakonec je

L R 2
»= —arcsin(le_R;> = —arcsin(ﬁ) = —arcsin(g) = —41,8°.

Znaménko minus reprezentuje to, ze napéti je opozdéno za proudem, odpovédi je tedy absolutni
hodnota vysledku.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

33


mailto:jardah@fykos.cz

Fyziklani Online 2023 13. roc¢nik 22. listopadu 2023

Uloha 38 ... mal4 dirka ve vodnim baléné 7 bodu

Mame dutou kouli s tenkymi sténami o poloméru R = 10,5cm. Tato koule leZi na vodorovné
roviné (respektive je k ni ve svém nejnizsim bodé pfipevnénd), je zcela naplnéna vodou a v nej-
vyssim bodé m4 diru. Kde musime vyvrtat dalsi diru, aby z ni voda vystrikla do nejvétsi mozné
vzdalenosti od bodu dotyku koule s rovinou? Diru tvorime limitné malou. Vysledek zadejte
jako tihel, ktery svird spojnice této diry a stredu koule se svislym smérem (tj. vektor kolmy na
rovinu a smérujici od nf svird thel 0). Legowi prislo, Ze péknd dloha na hydro. . .

Na to aby sme ziskali rychlost, ktorou bude voda z dierky striekat, by sme mohli pouzit Ber-
noulliho zdkon, no my pouzijeme jednoducho uvahy zo zdkona zachovania energie (z ktorych
je samotny Bernoulli odvodeny). Ked bude voda striekat, bude hladina vody klesat. Kinetic-
ku energiu striekajica voda ziskava teda na tukor poklesu potencidlnej energie vody. Mozeme
si predstavit, ze namiesto toho, aby z novo vytvorenej diery striekala voda, ¢o sa tam prave
nachédza, tak sa tam vzdy teleportuje element vody hmotnosti m z vrchu gule a ten aj odleti.
Tuato tivahu moézeme spravit, pretoze vo vsetkych ostatnych miestach nadoby sa s vodou nic¢
nedeje (¢o je zas dosledok toho, ze uvazujeme dierku limitne mald; ak by nebola zanedbateln4,
vznikali by v nddobe pridy s nezanedbatelnou kinetickou energiou). Tiez sme nendpadne vyu-
zili fakt, ze vdaka diere vo vrchnom bode nadoby je tlak vzduchu na hladine a v novej dierke
rovnaky. Element striekajicej vody tak bude mat kinetickd energiu zodpovedajicu poklesu
potencidlnej energie pre rozdiel vysok hladiny a novej dierky. Ked si tento rozdiel oznacime h,

tak potom plati
1
imvg = mgh — vo = \/2gh.

Méme teda velkost rychlosti s ktorou voda strieka. Este potrebujeme smer. Ten bude kolmy
na stenu v danom bode. To je spdsobené tym, Ze sila je tlak krat plocha, pricom tlak (v tekuti-
ndch) je skaldrna veli¢ina, takze smer sily je dany ¢isto ,,smerom plochy*. Sila tlaciaca vodu ¢o
sa nachadza v diere ju tak tla¢i kolmo na plochu diery.

Oznacme si uhol medzi spojnicou diery so stredom gule a zvislym smerom ako ¢. Potom
vodorovna zlozka pociatocnej rychlosti bude v, = vo sin ¢ a zvisla zlozka bude voy = vg cos .

Polohu diery vzhladom na bod, kde sa gula dotyka roviny na ktorej lezi si mézeme vyja-
drit pomocou uhlu ¢ ako zo = Rsing a yo = R(1 + cosp). Horny bod gule je samozrejme
vo vyske 2R, Cize vyskovy rozdiel medzi dierou a vrchom gule h si mézeme vyjadrit ako h =
= R(1 — cosy).

Vo zvislom smere sa teda vyska nad rovinou bude vyvijat ako

1
y(t) = Yo + ont — Egt2 .

Polozenim y(tq4) = 0 dostaneme ¢as, za aky voda dopadne. Vseobecne plati

voy £ /v, + 29Y0
g b

kde nés zaujima iba kladny koren. Za pociatocnu rychlost a polohu zatial nedosddzame, aj ked
by sme mohli (zdlezl na preferencii).
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Rychlost vo vodorovnom smere sa nemeni, takze vzdialenost od bodu kde sa gula dotyka
roviny do bodu kam voda dopadne, bude sic¢in vodorovnej zlozky rychlosti vo, a ¢asu do
dopadu ta, plus pocdiatocna vodorovnd vzdialenost xo. Spolu teda dostavame

voy + /02, + 2gy0
Td = Vozld + To = Voo Y goy + o .

Dosadime za pociato¢né polohy a casy

vV2ghcos ¢ + \/29h cos? ¢ 4+ 2gR(1 + cos )
g

rq = \/2ghsin ¢ + Rsing.

Vidime, Ze g sa kompletne vykrati. Dosadime eSte za h a dostdvame vztah zavisly len na ¢

za = /2R(1 — cos ) singp ( 2R(1 — cosp) cosp + \/QR(l — cos ) cos? ¢ + 2R(1 + cos cp))
+Rsinp.

Mobzeme vynat R a dostaneme

rq =R (2 1 —cospsinep (\/1 — COS Y CoS Y + \/(1 fcosgo)0052ap+1+cos<p) +singo) .

kde R je zadand konstanta, Cize potrebujeme najst ¢, ktoré maximalizuje tu zatvorku. N&ajst
maximum takéhoto vyrazu analyticky je v lepsom pripade brutédlne tazké, ale pravdepodobne
dplne nemozné. My si teda len vykreslime zatvorku v grafe f.

Z grafu vidime, ze zatvorka nadobida maximum pre ¢ = 1,34 rad.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 39 ... méni se nAm hvézda 6 bodil

Uvazujme, ze hvézda podobnd nasemu Slunci nejvice energie vyzarovala na vinové délce 504,7 nm
a méla polomér odpovidajici 0,990R, kde Ra je polomér dnesniho Slunce. V priibéhu casu
doslo ke zméné jejiho slozeni, coz vedlo ke zvétseni poloméru na Rq a také k posuvu vinové
délky maximalniho vyzarovani o 3,7 nm smérem k ultrafialové oblasti spektra. O kolik procent
se zvysil za tuto dobu zarivy vykon této hvézdy?

Karel se zamgslel nad historii a budoucnosti Slunce.

Pro zarivy vykon cerného télesa plati
L =4rR*oT*,

kde o je Stefan-Boltzmannova konstanta. Na zacidtku ma hvézda polomér Ry a teplotu Tp. Po
popsané zméné se jeji polomér zméni na R1 = Rg a teplota na T. Tuto teplotu spocitame ze
zmény maxima vlnové délky. Z Wienova posunovaciho zdkona mame

b b

Ty = — T=—"
TN o — AN’
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4

—20r —-15n —-10r —0,57 0,0m 0,57 1,0n 1,5m 2,0m

Obréazek 6: Vzdialenost, do ktorej dostriekne voda x4 normovand na polomer gule R
v zavislosti od uhlu diery ¢.

kde b= 2,898 -10"3m - K je Wienova konstanta a A\ = 3,7 nm mé ziporné znaménko, protoze
jde o posun ke kratsim vlnovym délkam. Pak pro teplotu mame

Ao
T=_20_ 7.
o —AX°

Pomér zarivych vykonu je pak roven
L _ R (2 )“
Lo RZ \)o—AX

Naés zajim4, o kolik procent se zafivy vykon zménil, tedy ¢islo L1 /Lo —1 vyjadfené v procentech.
Méme

4

L 1 504,7 nm

- _1 = . — 1=

Lo 0,992 (504,7 nm — 3,7 nm) 0,0508,
coz je 5,08 %.

Jiri Kohl
jiri.kohl@fykos.cz

Uloha 40 ... top strop 6 bodu

Zéci si béhem jedné z nudnych hodin ve $kole vymysleli svoji vlastni zébavu - hdzeli malym
tézkym predmétem kolmo vzhiiru tak, aby se priblizil co nejblize ke stropu, ale zarover se ho
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nedotknul. Strop se nachdzi ve vysce H = 2,7m od mista vyhozu. Kdyz vSak tuto zabavu pro-
vadéli v hodiné fyziky, donutil je ucitel zmérit pocatecni rychlost a jeji smérodatnou odchylku
jako (7,0 £0,5) m-s™'. S jakou pravdépodobnosti Zdci treff strop, jestlize je rozdéleni po&dtec-
nich rychlosti gaussovské? Jarda poslouchal historky od Vaska.

Rychlost potfebna k zasazeni stropu je
u=+/29gH =728ms"".

Oznaéme vo = 7,0m-s~" st¥edni hodnotu rychlosti vyhozu a Av = 0,5m-s~" smérodatnou
odchylku predchozi veli¢iny. Pak ma Gaussova krivka pro dané hodnoty tvar

F(v) 1 (v —wo)?
v) = exp| — .
V2rAv P 2 (Av)?
Pravdépodobnost, ze rychlost vyhozu je vyssi nez v, najdeme integrovanim Gaussovy krivky
v mezich pravé od u do oo jako

1 > (v — o)? .
= -2 ) dv=28,8% =29%,
b \/ﬁm/u exp( z(m)2> ! e

pficemz integrédl jsme museli pocitat numericky, napf. pomoci WolframAlpha.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 41 ... rozdil tlaka 6 bodii

Jindra ma pevnou valcovou trubici o délce H = 50,0cm a poloméru r = 4,00 cm. Jeden jeji
konec vzduchotésné uzavrel vikem. Pak trubici chytl za viko a otevienym koncem ji zacal kolmo
ponorovat pod morskou hladinu. Jaky bude nejvyssi rozdil mezi tlaky ptsobicimi na vrchni viko
trubice zespodu a svrchu v priibéhu ponorovani? Jindra ponoril trubici az do hloubky, kolik
mu dovolila délka jeho paze | = 65,0 cm. Hustota vody je p = 1024kg-m 3. Vzduch u hladiny
more je za norméalnich podminek. Morska voda i vzduch maji stejnou teplotu.

Jindra nevédél, ¢im jinym by se na dovolené u more zabavil.

Oznac¢me hloubku spodniho okraje trubice jako d. Voda uvnitt trubice vystoupd nad spodni
okraj a stla¢i vzduch uvnitf. Ozna¢me vysku hladiny tohoto vodniho sloupce nad spodkem
trubice jako h. Rovnovaha nastane ve chvili, kdy tlak vody pa + pg(d — h) se vyrovnd s tlakem
stla¢eného vzduchu uvnitf vélce. Tthové zrychleni je ¢ = 9,81m-s~2 a atmosféricky tlak je
pa = 101 325 Pa (viz konstantovnik). Diky pomalému ponofovani trubice pod hladinu probihd
stlacovani vzduchu izotermicky. Vzduch uvnitf mé stejnou teplotu jako atmosféra a mote.

Dokud je viko trubice nad hladinou, na jeho vrchni stranu ptsobi atmosféricky tlak pa.
Na jeho spodni stranu tla¢{ vzduch uvnit¥ trubice stla¢eny pod tlakem pa + pg(d — h). Rozdil
tlakl pusobicich na viko je pg(d — h).

Veli¢ina d — h je hloubka vodni hladiny v trubici pod hladinou mote. Kdyz ponofime trubici
hloubéji, tedy zvétsime d, zvysi se i vyska vodniho sloupce v trubici h, avsak méné nez se
zvysilo d. Kdyby hladina sloupce zistala ve stejné hloubce d — h pod hladinou mote jako
predtim, tlak vody by zustal stejny, ale objem vzduchu by byl mensi — vzduch by tlacil vodni
hladinu sloupce doli. Kdyby se vyska vodniho sloupce h pti ponoreni nezménila, vzduch by
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mél stejny tlak jako predtim, ale hloubka hladiny sloupce d — h by byla vyssi nez predtim — lak
vody by stlacil vzduch v trubici.

Hloubka d — h tudiz béhem zanofovani trubice pod hladinu neustéle roste. Tim padem
i rozdil tlakd pg(d — h) stoupd, dokud se viko neponofi na troven hladiny more.

Jakmile se viko ponoii pod hladinu more, zméni se tlak pusobici svrchu. Nyni na viko
svrchu pusobi tlak vodniho sloupce nad vikem a atmosféry p. + pg(d — H). Zespodu pusobi tlak
stlaceného vzduchu p, + pg(d — h). Rozdil tlaku je pg(H — h). S tim, jak ponofujeme trubici
hloubéji, vzduch je stlacovan pod stéale vyssim tlakem vody. Vyska vodniho sloupce uvniti h se
zvysuje, tudiz rozdil tlakd na viku pg(H — h) klesa.

Maximum rozdilu tlakt tudiz nastane v okamziku, kdy je viko trubice zarovnano s moiskou
hladinou. Pro izotermické stlacovani vzduchu uvniti trubice plati vztah

p1V1 = paVa,

kde p1,p2 jsou pocatecni a koncovy tlak a Vi, V2 jsou pocatecni a koncovy objem plynu. Po-
&atedni tlak vzduchu v trubici pfed zanofenim je p1 = p. a pocateéni objem je Vi = mr?H.
Koncovy objem vzduchu je Vo = nr?(H — h) a koncovy tlak je

. mtH _H
T 10 ) L T

Tlak vody v trubici ve chvili, kdy se viko nachazi na trovni hladiny mote d = H, je

p2 = pg(H — h) + pa.

Tyto dva tlaky se musi rovnat, takze dostaneme rovnici pro h
L;Da:pg(H—h)-l-pa = R (22 pom)h+H2=0
H—h Py ’

a tedy

2 2
h1,2=1 pi-‘y—QH:l: p—a—I—QH — 4H? :&-FH:I: Pa_ +ﬂ‘
2| ry rg 2pg 2pg Py

Vyska vodniho sloupce h musi byt nizsi nez vyska trubice H, tudiz néds zajima jen kotfen
kvadratické rovnice se znaménkem minus

2
h=2L2 p g (p‘"‘> Iy
2pg 2pg Py

To dosadime do vztahu pro rozdil tlaka pusobicich na viko

2
Ap = pg(d — h) = pg(H — h) = pg (;;g) +

coz po dosazeni c¢isel ze zadani da nejvyssi rozdil tlaki Ap = 4,80 kPa.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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Uloha 42 ... ohiiostroj 6 bodu

Po skonceni soutéze si organizatori FYKOSu naplanovali ohriostroj. Svou rachejtli vypusti
rychlosti 45m-s~! kolmo vzhiiru, ta se za ¢as 3,3s rozpadne na velmi mnoho malych kouski.
Ty z mista rozpadu odleti do vSech sméri rychlosti 15m-s~" vii¢i vztazné soustavé ptivodni
rachejtle a zari jesté po dobu 5,5s. Urcete objem prostoru, do kterého se tlomky stihly rozpro-
strit v okamziku, kdy zhasnou. Jarda si k ohmiostroji i rad tukne.

! smérem

-1

Rychlost vztazné soustavy rachejtle v okamziku rozpadu je u = vo — ¢g7' = 12,63 m-s™
pfimo vzhiru, pricemz T = 3,3s je ¢as doby rozpadu rachejtle od vypusténi a vo = 45m-s
je pocdteéni rychlost. Uloha je rotaéné symetrickd, proto uvazujme ez pouze jednou rovinou,
ve které zavedeme souradnice y smérem vzhiuru a z do jedné ze stran tak, ze k vybuchu doslo
pravé na ose x = 0. Déle budeme vySetifovat jednotlivé ilomky, na které se rachejtle rozpadne.
Oznaéme o thel tlomku vdi zemi, v = 15 m-s~ ! rychlost ilomku po rozpadu rachejtle, 7 = 5,5
¢as jejich zateni. Ulomek se pak pohybuje ve vodorovném sméru rychlosti v, = v cos a, zatimco
ve svislém sméru se jeho rychlost méni vlivem tihového zrychleni jako vy, = u+ vsina — gt, kde
t je Cas od rozpadu rachejtle. Integrovanim obou rychlosti podle ¢asu ziskdme zdvislost polohy
na case jako

1
r=wvcosat,y=H + ut +vsinat — Qth’

piicemz jsme zavedli H = voT — 1/2 - gT* = 95,1 m jako vysku rozpadu pivodn{ rachejtle.

Mizeme si vSimnout, ze tyto souradnice tvoii v zavislosti na thlu «a kruznici se stfedem
v bodé H 4 ut — 1/2 - gt* a polomérem vt. Nyni musime zjistit, jestli jsou pii zhasnut{ viech-
ny ulomky stale ve vzduchu, nebo jestli uz nékteré stihly dopadnout na zem. Dosazenim 7
do rovnice pro y-ovou souradnici a polozenim y = 0 dostaneme podminku

. 1, . % g7'2 — H —ur
0:H+ur+vs1nad7—§gr = s1nad:T:0,196.

Ulomky, jejichz ptivodni tGhel tak byl mensi nez aq, dopadly na zem, zatimco ostatni jsou jesté
ve vzduchu. Utvar, jehoz objem nyn{ hleddme, je tak kulovy vrchlik. Objem kulového vrchliku
spoéitdme jako V = nh? (3r — h) /3, kde r je polomér koule a h je vyska od utaté stény. V nasem
pripadé je h vyska tlomku nad zemi, které vyletély po rozpadu rachejtle kolmo vzhiru v case
T, tedy

h=H+ (u+v)7— %g7'2 =98,7m,
zatimco polomér je r = v7 = 82,5 m. Hledany objem tak je

n(H + u—|—vr—l7’22
V= ( ( 3) 29 ) (21;7—7H7u7—+%g72),

m(vo(T+7)— 2 T+7-2+v7'2
V= (0( ) 25( ) ) (QUT—UU(T"FT)“F%Q(T“FT)Q),

coz je pfiblizné V = 1,52 - 105 m?.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha 43 ... srazka elektroni 6 bodu

V jednom urychlovaci se srazi proti sobé letici elektrony, z nichz kazdy ma energii 104,5 GeV.
Ve druhém urychlovaci létaji elektrony s energii 209 GeV na ter¢ tvoreny staciondrnimi elek-
trony. Kolikrat vice energie je mozné vyuzit na tvorbu hmoty v prvnim urychlovaci oproti
druhému? Jindra hrdl ,elektrony, elektrony, duc.“

Elektrony v obou urychlovadich jsou vysoce relativistické E > moc?, kde mo = 9,109-1073' kg =
=511,0keV/ c? je klidova hmotnost elektronu, kterou jsme nasli v ,,piehledu konstant®. Soucet
energii srazejicich se ¢astic je v obou urychlovacich stejny, ale to neurcuje energii srazky. Ve dru-
hém urychlovadi se totiz pohybuje i stfed hmotnosti systému obou elektront. Kvili zachovani
hybnosti pfi srazce se bude stfed hmotnosti pohybovat i po sradzce — cast kinetické energie je

dujicich elektronii. Oba elektrony jsou stejné a oba leti proti sobé se stejnou kinetickou energii,
tudiz i se stejnou hybnosti a rychlosti. Energie vyuzitelna na tvorbu novych c¢astic je celkova
energie obou elektront

Ey =2FE4 =209GeV,

kde jsme oznacili E4 energii jednoho elektronu v prvnim urychlovaci. Ve druhém urychlovaci
m3& pohybujici se elektron energii
Ep = ymoc?,

kde Ep = 209 GeV a v je Lorentziv faktor

Lorentzuv faktor a rychlost elektronu jsou

E
=L =4,090-10°,
mocC

__amov v
ymo +mo y+1

smérem ke staciondrnimu elektronu. Nyni musime relativisticky transformovat rychlosti obou

#iSti je

. 1
v—u v Y N1 1
Ulzl_uv: 71)2:1 71)21): 1 vQU
= s s Ytl-7z=
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Nyni vyuzijeme definice v a dosadime do rovnice

1 1
v = v = v = 7 =u

= v =
i
1+ /1_%5 1+2 v+1

Staciondrni elektron se pohybuje rychlosti

’Y
Vg =u=——v
v+1
smérem k tézisti. Tim padem celkova dostupnd energie pti srazce je
1
Fy=2————moc®.

/ u?
-
ZJ ednoduéime Zlomek

1 1 1

. 1 v +1
u2_ 2 2_ 2 1 B ,1_ 2 :
\/1— \/“MW%Z \/l_ﬁj-il)z(l_?) \/1—L

oz y+1

Celkova energie dostupnd pri srézce je

1 .
Es =24/ %moﬁ = 462,2 MoV .

Pomeér dostupnych energii k vytvoreni novych ¢astic mezi nasimi dvéma urychlovaci je
En .
= — =4522=452.
n B, )

Prestoze soucet kinetickych energii elektronii je v obou urychlovacich stejny, tudiz k jejich
urychleni musela byt vykondna stejnd prace, prvni urychlova¢ nabizi 640krat vice energie vyu-
zitelné k vytvoreni novych c¢astic. Proto se moderni velké urychlovace jako LHC stavi tak, aby
se srazely proti sobé letici ¢astice.

Ke stejnému vysledku bychom dosli i tak, kdybychom secetli energie a hybnosti vSech castic,
odecetli jejich druhé mocniny a odmocnili

2 2
Pro prvni urychlovac¢ dostaneme

Er =1/ (2E4)* — 2 (|0])> = 2E4 = 209 GeV .

Pro druhy urychlova¢ vychézi

By = \/(E'B + moc2)2 - (’ymovc)2 = \/(('y + 1)m002)2 - (’ym002 1-— ,712) =

[v+1 .
=moc® /(v +1)2 = (72 — 1) =moc®\/2y +2 =2 %mocg = 462,2 MeV .
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Pomér dostupnych energii k vytvoreni novych ¢astic mezi nasimi dvéma urychlovaci opét vyjde
stejny

Ey .
= —/— =452,2 = 452.
n o 52, 5
Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
Uloha 44 ... chceme dychat na Everestu 7 bodi

Jaky by byl tlak vzduchu u hladiny more, pokud by Zemé méla atmosféru se stejnym teplotnim
vyskovym profilem jako méa dnes (tedy s linedrnim poklesem teploty o 0,65 °C na 100 m vysky),
ale ve vysce H = 8850m nad hladinou more (tedy na Mount Everestu) by byl tlak pa, tedy
stejny, jako je dnes u hladiny more? Teplotu u hladiny more uvazujte To = 15 °C.

Karel zase premyslel nad atmosférou.

Atmosféra drzi pohromadé diky tihové sile Zemé, proto tlak vzduchu chdpeme jako tlak hyd-
rostaticky. Zména tlaku s vyskou je potom jednoduse

dp = —pgdh,

kde p je neznamé hustota vzduchu v dané vysce a tihové zrychleni g se s vyskou méni jen
velmi mélo, proto ho povazujeme za konstantni. Dale vime, ze pro vzduch plati stavova rovnice,
odkud vyjadiime zavislost hustoty na tlaku a teploté jako

V% Mm

pV =nRT = P=T"R

kde My, = 28,9 g-mol™! je molarni hmotnost vzduchu. Tu miizeme najit v tabulkach, na inter-

netu nebo ji vyjadrit z hodnot normélniho tlaku, hustoty a teploty v seznamu konstant. Jesté

zname zdvislost teploty na vysce nad mofem, ta je rovna T' = Ty — 7h, kde 7 = 0,65 °C/100 m.
Zkombinovanim vztaht dostaneme diferencidlni rovnici pro tlak jako funkei vysky

@7 Mmg. dh

P RTy 17Tigh"

Rovnici integrujeme a dosadime okrajové podminky: tlak ve vysce H je p, a tlak ve vys-

ce Om je po.
Mg T ToN1H
welyy == [ (1-71) (3]
Inpl == %7, [ " 7)o

_ Mmg

Po = Pa (1 - %H) BT 397kPa.
0

odkud

Jirt Kohl
jiri.kohl@fykos.cz
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Uloha 45 ... jezirko na zrcadle reloaded 7 bodu

Jindra polozil na stil duté kulové zrcadlo s polomérem krivosti r = 2,00m a primérem D =
= 12,0cm. Optickd osa zrcadla miri vzhiru. Na zrcadlo nalil vodu s indexem lomu n = 1,33
tak, ze vodni hladina ma primeér d = 6,00 cm. Jindra celou plochu zrcadla osvitil svételnymi
paprsky rovnobéznymi s optickou osou. V jaké vysce nad stolem by se na hypotetickém stinitku
utvoril obraz s nejmensim vnéjsim priimérem? Jindrovi se styskd po letnim koupdni.

Ohnisko dutého zrcadla je bod, kde se protnou odrazené paprsky vyslané na zrcadlo rovnobéz-
né s optickou osou. Ohniskova vzddlenost je pak vzddlenost ohniska od vrcholu zrcadla (bod
na povrchu zrcadla lezici na optické ose). V paraxidlni aproximaci pfedpokldddme, ze thly
vSech prichazejicich i odrazenych svételnych paprski s optickou osou jsou malé o < 1. Paprsky
rovnobézné s optickou osou dopadajici na povrch zrcadla v kolmé vzdalenosti h od optické
osy, se odraz{ pod dhlem a ~ 2h/r. Tudiz v paraxidlni aproximaci vSechny odrazené paprsky
protnou optickou osu ve stejné vzdalenosti

fo=

nezavislé na h. Ohniskova vzdalenost dutého kulového zrcadla se rovna poloviné poloméru
kiivosti. Cést zrcadla nepokrytd vodou mé tudiz ohniskovou vzdélenost

ﬁ r
«

fo="L=1,00m.
2

Cést zrcadla pokrytd vodou mé kratsi ohniskovou vzddlenost. Smér paprskil pFichézejicich
rovnobézné s optickou osou neni kolmou vodni hladinou ovlivnén. Avsak paprsky odrazené
od zrcadla dopadaji na rozhrani voda — vzduch pod thlem ke kolmici a &~ 2h/r, kde h je kolma
vzdéalenost od optické osy. Tyto paprsky se podle Snellova zdkona zlomi pod thlem o =~ na
a protnou optickou osu bliz, nez je puvodni ohniskové vzdalenost fo, a to ve vzdalenosti

h
f=— = =0752m.
o 2n

Svétlo odrazené vnéjsi casti zrcadla bez vody vytvari svételny prstenec s vnéjsim prumérem
50 —D |f 0—Z ‘
fo
kde x je vzdalenost hypotetického stinitka od vrcholu zrcadla. Centralni ¢ast zrcadla pokryté
vodou pak vytvari svételeny kruh s primérem
s=all =
f

Nejmensi vnéjsi prumér obrazu nastane v takové vzdalenosti x, kde o = . Pro tuto polohu
nutné plati f < x < fo. ReSime tedy rovnici

fo—z xz—f
b fo =4 f

pro z. Dosadime f = fo/n a mdme rovnici

fo—= T —
D R —ry
fo "
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coz déle upravime na
(D + nd) = Dfo + dfo.
Resenim rovnice je
p - fo(D+d)
D+nd’
coz po dosazeni ¢isel ze zadani d&4 x = 0,901 m.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 46 ... trychty¥ na mince 7 bodl

Uvazujme tézkou piilkulovou misku o priiméru 19cm a vezméme hmotny bod, ktery se v ni
dokédze pohybovat zcela bez tieni. Ten vypustime na jejim hornim okraji rychlosti 0,8m-s~!
ve vodorovném smeru. Jakd mize byt minimalni vyska nad dnem nadoby, do které se hmotny
bod v ramci svého putovani miskou miize dostat? Jardovi se na ulici vysypala penézZenka.

Polohu hmotného bodu mtizeme vzdy jednoznacné uréit dvéma parametry. Jednak thlem 6,
ktery svird pruvodi¢ ze stfedu horni kruznice k hmotnému bodu s vodorvnou rovinou, a jednak
thlem ¢, ktery popisuje posunuti kolem rotacni osy polokoule od zacatku pohybu. Z pocatecni
podminky méme 6(t = 0) = 0° a miizeme polozit (¢t = 0) = 0°. Ozna¢me déle R = 12 =
=9,5cm.

Na hmotny bod ptisobi béhem jeho pohybu v polokouli dvé sily — tihova sila a reakce
podlozky. Pfi pohledu ze shora si muzeme uvédomit, ze tihova sila pusobi vzdy dolu a reakce
polokoule vzdy do stfedu polokoule. Neni zde tedy zadna sila, kterd by pri pohledu svrchu
pusobila te¢né na pohyb bodu. To implikuje zdkon zachovani svislé slozky momentu hybnosti
hmotného bodu vici rotacni ose symetrie celé polokoule. Mtizeme jej zapsat jako

(L), =m(r X v), = mryvy — mryvg.

Uvazujme takové natoceni os, ze ry = 0. Pak zaroven plati r, = Rcos#f. Slozka rychlosti vy
mifi teéné k vodorovné kruznici, na které se zrovna hmotny bod nachézi, a jeji velikost je vy, =
= Rcos0¢p, kde ¢ je thlova rychlost kolem osy symetrie celé polokoule. Dostavame tak zakon
zachovani svislé slozky momentu hybnosti jako L. = mR? cos® 0.

Protoze se hmotny bod pyhbuje bez tfeni, plati v celé tloze také zakon zachovani mechanické
energie, kterd je

1 .
E = 5m (R292 + R?cos” 9¢2) — gRsinf.

7 téchto dvou zachovavajicich se veli¢in uz dokazeme dopocitat zbytek tlohy. Musime jesté

z pocatecnich podminek urcit jejich hodnoty. Pro L, mame L, = mRQ% = mouR, zatimco pro

energii £ = %va. Ze zékona zachovanit L. dosadime za ¢ do vztahu pro energii a dostavime

1mv2 = 1m R%0% + v’ — gRsin6
2 T2 cos2 0 g ’

odkud vyjadiime 62 jako

6% = % (QgRsine — % tg? 6) .
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Nyni pfijde na fadu zdsadni Gvaha. Pro libovolné malou pocatecni rychlost v se pri zvétSovani 0
dostaneme do situace, kde prava strana rovnice bude kvtli chovani funkce tg x zaporna. Na levé
strané je ovSem kvadrat redlného ¢isla, tato strana musi byt vzdy nezaporna. Kriticky thel 6
nastane, kdyz bude thlova rychlost 6 nulova. V tento okamzik se zméni jeji znaménko a hmotny
bod za¢ne opét stoupat. Dostéavame tedy rovnici

2
2gR sin 0. :vzthQC = sin2€c+ U—sinec —1=0.

2gR
Z této kvadratické rovnice najdeme sin 6. jako
2 4
v v
Sin 0. = — ——+1,
sinfe =—73 Rk T\ T6g2m2 "

kde jsme zvolili kladné znaménko, protoze ocekdavame kladnou hodnotu vysledku. Tento vyraz
je vzdy mensi nez 1, takze vidy muzeme najit thel 6.. Tento vysledek odpovidd minimalni
vysce

2
v v

th(l—sich):R<1+49R— 1692R?+1) =1,5cm,
do které se hmotny bod miize dostat.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 47 ... bod skace pies kvadr 7 bodit
V zemi geometrickych tvarid si hmotny bod v klidu sedél na vodorovné roviné, kdyz si nahle
vsiml, Ze se k nému rychlosti vy, = 6,80m-s~' Fiti kvadr o vysce h = 20,0cm a délce | =

= 280 cm. Hmotny bod usoudil, ze nema cas kvadru uhnout do strany, tak ho radéji preskoci.
Jakou minimalni velikost musi mit rychlost, se kterou hmotny bod potrebuje vyskocit, aby se
mu kvadr podarilo preskocit? Hmotny bod nemusi skdkat jen svisle vzhiru.

Lego mél uz celkem dlouho v ndpadovniku.

Ak bod skoé¢i po optimélnej (¢ize takej, ktord mad minimdlnu potrebni rychlost) trajektorii,
urcite ,lizne“ prednt horna hranu, prestane stipat presne v momente ked bude nad stredom
kvadra a potom pocas padania opéf ,lizne“ zadni hornii hranu. Existuje ale nekone¢né mnozstvo
trajektorii, ktoré spliuja tento popis a my hladdme tt z nich, ktord potrebuje minimélnu
rychlost.

Ak si velkost rychlosti, ktorou sa bod odrazil zo zeme oznac¢ime ako vo a velkost rychlosti,
ktori bude mat, ked sa dotkne prednej hrany kvadru ako vi, potom zo zdkona zachovania
energie bude platit

1 1
§mvg = mgh + §mvf

vo = /2gh + v,

Cize ndm stac¢i minimalizovat velkost rychlosti v1 a potom dosadit.
Ak teda za¢neme pozorovat pohyb bodu v momente, kedy sa dotyka prednej hrany, st pod-
mienky, Ze prestane stupat presne nad stredom kvadra a ze sa cestou nadol dotkne zadnej hrany
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ekvivalentné (mézete si overit, ze matematicky je to fakt ta istd podmienka). My pouzijeme t1,
7e prestane stupat presne nad stredom kvadra.

Cas za ktory bude mat bod rovnaku horizontalnu polohu, ako stred kvidra, dostaneme tak,
7e podelime ich vzdialenost (ktoré je najprv rovna polovici dizky kvéadra, ¢ize 1/2) ich vzéjomnou
rychlostou, ktora je vig + vi. Horizontdlnu zlozku rychlosti hmotného bodu sme si oznacili vi,.
Ta je kladna, ak bod skoc¢i "kvadru naproti” a naopak zapornd, ak skoci v rovnakom smere,
ako sa hybe kvader. Je intuitivne, ze ak chce bod minimalizovat potrebnu rychlost, viac sa mu
oplati skdkat kvddru naproti (aby ich vzdjomna rychlost bola sti¢tom ich rychlosti), no nie je
nutné to dopredu predpokladaf.

Cas, za ktory hmotny bod prestane stipat dostaneme tak, ze vydelime jeho vertikdlnu
zlozku rychlosti (ozna¢me ju vi,) gravitaénym zrychlenim g.

Potom podmienku, Ze prestane stipat nad stredom kviddra moézeme vyjadrit ako rovnost

tychto dvoch casov
l / 2 _ Viy
Vi +vk g

Téato podmienka nadm teda urcuje, pre ktoré kombinacie vi, a vi, prestane bod stipat
presne nad stredom kvadra. Nas ale zaujima téd z tychto kombinécii, ktord minimalizuje velkost
rychlosti, ktort si mézeme vyjadrit ako |vi| = /vZ, + v%y. Minimalizovat velkost je zaroven
ekvivalentné s minimalizovanim druhej mocniny velkosti, ¢ize sa zbavime tej odmocniny. Za v1y
si dosadime z podmienky na zastavenie stiipania nad stredom kvadru, ¢im dostaneme

l 1 2
o =okood, =k + (35 55)

kde sme vyjadrili to ¢o chceme minimalizovat (Cize v%) ako funkciu jednej premennej (konkrétne
V1g). MozZeme teda najst extrémy polozenim derivécie podla tejto premennej rovnej nule
do? 1242 —2 1242 1

=2y + — =0 = Vg = — —————
dviz ! 4 (vie + )3 ! 4 (vie + )3

¢o je rovnica Stvrtého rddu, ktord sa ndm nechce riesit (a navyse by sme aj tak dostali 4 korene
a museli zistovat, ktory z nich predstavuje globdlne minimum), takZe namiesto toho vykreslime
zévislost v% na vi, v grafe [q.

Vidime, #e vyraz dosahuje minimum pre v} = 3,789 m?-s2 pre v1; = 0,487 m-s"* (¢o sedi
s intuiciou, Ze vyhodnejsie je skdkat kvadru naproti). Ak by sa niekto obdval, ¢i neméze byt
niekde nejaké este mensie minimum, ktoré len nevidime, stadi si uvedomit, ze plati v¥ > v,
&ize pre |viz| > 1/3,789m2-s=2 = 1,95 m-s~ ! nehrozi, Ze by sme nasli mensie lokdlne minimum.

Potom uz len nezabudniit dosadit to spat do v? a nésledne do v, &im dostaneme, Ze zo zeme
sa bod musi odrazit minimalne s rychlostou o velkosti

vo = \/2gh +v? =2,78m-s"".

—1

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Obréazek 7: Zavislost v% na vig

Uloha 48 ... kmitajici ¢oc¢ka 8 bodit

Na optické ose ¢ocky o ohniskové vzdalenosti f = 8,5cm ve vzddlenosti A = 11cm od jejiho
stredu umistime izotropni zdroj svétla. K cocce pripojime pruzinu tak, Ze miize konat torzni
kmity. Osa kmitani je kolmo k optické ose cocky. Moment setrvacnosti cocky vici této ose je J =
= 63kg-mm? a moment sily piisobici na ¢ocku je timérny thlu natoceni z rovnovazné polohy
jako M = —cp, kde ¢ = 3,7mJ. Jakou maximalni rychlosti se pohybuje obraz svételného bodu,
pokud ¢ocku vychylime o 5° z rovnovazné polohy a pustime?

Jarda chtel spojit optiku a kmitdni.

Nejprve se zamyslime, jaky pohyb kona ¢ocka. Ze zadani zndme pusobici moment jako M =
= —cp, z druhé impulsové véty zase vime, ze Casovd zména momentu hybnosti je rovna ptiso-
bicimu momentu sil. Dostéavame proto

‘]30 = —Cyp,
coz je vlastné rovnice pro harmonicky osciladtor. Jejim feSenim je
% = o cos(wt) ,

kde w = \/g je uhlova rychlost kmitani cocky kolem své osy.
Na optické ose ¢ocky je pak poloha vzoru v zavislosti na case z jednoduché geometrie uréena
jako a = A cos p a jeho vzdalenost od osy je y = Asin ¢. Ze zobrazovaci rovnice se zobrazi obraz
a

bodu na vzdélenost o’ = ﬁ na ose cocky. Protoze z geometrické konstrukce zname pravidlo,
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7e paprsek jdouci stredem ¢ocky se neldme, vime, Ze obraz bude na spojnici predmétu a stiedu
¢ocky. Tato primka je odklonéna o thel ¢ od optické osy, proto je poloha obrazu ve vzdalenosti

, a’ Af

" cosg - Acosp — f

Dosazenim za thel ¢ dostaneme ¢asovou zavislost polohy obrazu jako
r_ a’ _ Af
cos ¢ Acos(gpg cos(\/gt)) —f

Derivaci podle casu najdeme rychlost obrazu v zavislosti na case

V= % ~ (Acos (o co_s?\f/gt)) — 7y (_AS“‘(“”O COS(\@*))) (‘@"0\@“‘1(@’5)) :

Tuto funkci si vykreslime v néjakém grafickém editoru a zjistime, Ze velikost rychlosti je maxi-
malné 4,9 cm-s~ .

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 49 ... epic fail 8 bodil

Radek a Radka si vesele uzivaji jizdy na kolotoci, pricemz Radka sedi o ctvrtkruh pred Radkem
(ve sméru otdceni). V zdchvatu zlomyslnosti Radka mrsti pfimo po Radkovi shnilym rajcetem,
ale po case mensim nez polovina periody otaceni kolotoce se rajce zjevi zpét v Radciné obliceji.
Urcete velikost rychlosti (jako podil k > 0 vii¢i obvodové rychlosti kolotoce), kterou Radka
rajce hodila. Tato groteska se odehrala ve stavu beztize.

Radka se nechtéla trefit. . . Sebe nechtéla trefit.

Jelikoz rychlost mame vyjadrit v jednotkach obvodové rychlosti, polozme obvodovou rychlost
rovnou 1. Potom x bude velikost rychlosti, kterou Radka rajce hodila (vzhledem k sobé). Jelikoz
ze svého pohledu hézela pifimo na Radka, musel byt thel, ktery v okamzik vyhozu sviral vektor
rychlosti rajéete s pruvodi¢em v rotujici soustavé, roven n/4. Tento pruvodi¢ ohrani¢uje dvé
poloroviny.

MZ4-1i se rajce vratit zpatky k Radce za ¢as mensi nez polovina periody, musi rychlost rajcete
v nerotujict soustavé v okamzik vyhozu mitit do opac¢né poloroviny, nez ve které se nachézi
Radek® V této poloroviné pak rajce sejme Radku.

Odted tlohu feSme v nerotujici (inercidln{) soustavé. V okamzik vyhozu byla radidln{ slozka
rychlosti rajéete rovna k/v/2, zatimco teénd 1 — k/+v/2 (ve sméru rotace). Uhel a, ktery rychlost
v nerotujici soustavé svird v okamzik vyhozu rajcete s pravodicem, tedy spliuje

K/V?2

s = ——rt

1+ kK2 -2k
. l—m/\/ﬁ
sina =

\/1—}—&2—\/55.

2Toho lze uréité docilit tak, ze volime Kk < \/§
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Nebot velikost rychlosti rajéete v nerotujici soustavé spocteme z kosinové véty jako

v=V1+k2— V2.

Necht polomér kolotoce je také jednotkovy, vysledek na ném totiz urcité nebude zaviset. Vzdéle-
nost, kterou rajce uleti, nez se vrati na obvod kolotoce, zjistime z rovnoramenného trojihelniku
(s vrcholy Radka - stfed kolotoce - bod, kde rajée sejme Radku, pridemz thel u prvniho a po-
sledniho vrcholu je «) jako

s=2cosc.

Rajce se tedy na obvod kolotoce vrati za Cas

S 2cos o \/in

T = - = = .
v 14 k2 -2k 1+E2—V2k
Tento vyraz se nyni pokusime upravit za pouziti vzorcu pro sinus a kosinus dvojnasobného
dhlu. Zjistime, ze
\/ﬁl{ — K2

sin2a = 2sinacosa =

1+ K2 -2k
a
2 2 V2K —1
cos2a=cos"a—sin“a = ———— .
14+ k2 =2k
A tedy 7 muZzeme prepsat jako
7—7\/5% =
1+ k2 —V2k
. 1+H2—\/§K+\/§K—1—H2+\/§57
14+ k2 —V2k
71_’_\/5&—1—&2—1—\/5&7
1+ k2 —V2k

=1+ sin2a + cos2a.
M34-li se rajce rozplacnout o Radéin obli¢ej, musime ale zaroven mit
T=mn—2x.

Jelikoz c¢as 7, ktery Radce potrva dorotovat do bodu, kde se jeji oblicej stretne s rajcetem diky
jednotkové rychlosti otaceni kolotoc¢e odpovida piimo hlu jeho otoceni. Po substituci x = 2«
tedy Tesime rovnici
14+ 2 +sinx+cosx =m.
Ziejmym kofenem je x = =, coz ovSem davd x = 0, tedy nulovou rychlost rajcete (takto se ale
k Radce rajce vrati ponékud trividlné). Druhy (a jediny dalsi) kofen najdeme iterativné jako
x=0,7295815.

Odtud po vyjadreni tg o jako podilu sinu a kosinu dostaneme rychlost rajcete

2 .
K= L@ =1,023397.
1+tg3

Radka KrizZovd

radka.krizova@fykos.cz

49


mailto:radka.krizova@fykos.cz

Fyziklani Online 2023 13. roc¢nik 22. listopadu 2023

Uloha 50 ... pieruSované napé&ti 7 bodu

V obvodu je sériové zapojen kondenzator s kapacitou C' = 47nF a rezistor s odporem R =
= 220 k2 ke zdroji prerusovaného napéti s periodou 2T = 20 ms. Priibéh napéti v jedné periodé
je
(t)_{ov —T <t<0;
9,0V 0<t<T.

v v

Jindra si hrdl s vypinacem v DC obvodu.

Mezi ndbojem @ a napétim V. na kondenzatoru plati vztah
Q=CVe,

kde C je kapacita kondenzatoru.
Ve stadiu periody 0 < ¢t < T je na zdroji konstantni napéti Vo = 9,0V. Béhem této faze
napéti na kondenzitoru roste a dosahuje maxima v okamziku prepnuti zdroje do stadia V =

sy

Ve stadiu napéti na zdroji V = Vj se ndboj na kondenzatoru @ 7idi diferencidlni rovnici

Q dQ
Vo—=—-—R—=0.
o T
S vyuzitim zavislosti Q = C'V. muzZeme prepsat diferencidlni rovnici pro napéti V. na konden-
zéatoru jako
dVe
=0.

dt

Rovnice mé poc¢ateéni podminku V;(0) = V_. ReSenim této diferencidlni rovnice je funkce

Vo — Ve —RC

Valt) = Vo — (Vo — V_)e 7C .

V case t = T musi platit
T
Vi=Vo—(Vo—V_)e RC.

Ve stadiu nulového napéti na zdroji se ndboj @ na kondenzatoru idi diferencialni rovnici

Q dQ
—~+R— =0,
ST
coz muzeme opét prepsat pomoci napéti Ve na kondenzédtoru do tvaru
dVe
Ve + RC =0.
¢+ a

Rovnice mé& po¢ateéni podminku V;(0) = V4. ReSenim této diferencidlni rovnice je funkce
Vo(t) = Voe o
V case t = T musi platit

V. =Vie ®O.
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Méme tedy soustavu dvou rovnic o dvou neznamych V_, V., kterou musime vyftesit
_ T
Vo = V+e RC 5
_ T
Vi=Vo— (Vo —V_)e RC.
Z prvni rovnice dosadime misto V_ do druhé rovnice a obdrzime

1
Vi=W 7
1+e o

To dosadime zpét do prvni rovnice misto V; a ziskdme

[§]

1+e_R7T0'

T
RC

Vo=W

ivys

T
1—e RC
—_—
1+ e  RC

Vi V.=V

Po dosazeni ¢isel ze zadani dostaneme ¢iselny rozdil 4,04V =4,0V.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 51 ... Van Allenovi to za¥i 8 bodl

V roviné rovniku je ve vzddlenosti dvou zemskych poloméru od stredu Zemé proton o ener-
gii E = 1keV, ktery mifi pod thlem o = 45° od silo¢ary smérem k severnimu pdlu. Jak se
blizi k Zemi, v jednu chvili se vlivem magnetického zrcadla odrazi a zacne se zase vracet smé-
rem k jiznimu pdlu. Urdete zemépisnou (magnetickou) sitku, ve které se tak stane. Zemské
magnetické pole povazujte za dipdl.

Kacka dostala vysledek, ale chtéla si to ovérit.

Proton v magnetickém poli Zemé vykonava nékolik pohybi, nejjednodussi je cyklotronovy po-
hyb kolem magnetické siloc¢ary, tedy ¢ast pohybu kolma k silo¢iare. Ve sméru rovnobézném
k siloCafe se Castice pohybuje rovnomérné. Avsak kdyz se podél magnetické siloary proton
blizi k pdlu, amplituda magnetické indukce se zvétSuje, protoze se v tomto pripadé musi za-
chovévat magneticky moment. Z d@vodu zachovéni magnetického momentu g = mw3 /(2B)
se rychlost rovnobéznad s magnetickym polem méni na rychlost kolmou k magnetickému poli.
Magnetické pole Zemé povazujeme za dipdl, vyjadieni magnetického pole v poldrnich sourad-
nicich je B(r,0, ) = (BoR%/r?) (2cos0,sin,0) a tvar magnetické silo¢ary, ktera je v roviné
rovniku vzdélend od stiedu Zemé L, je 7(6) = Lsin®(6). Z toho vyjadiime podminku pro odraz

ze zachovani magnetického momentu:
_ mov? _ mv?
"~ 2B(2Rz,0) 2B(2R.sin?6,,6,)"

I
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Obréazek 8: Znézornéni chovani protonu.

Dosadime za magnetické pole a vyjadrime thel 6,.:

mv? sin? o . muv?
R3 - R3 )
_B__ ___ "B 2 2
2By GRS 2By Ry Ty V4 cos? 0, + sin” 0,
.2 sin® 0,
sin” o =

Vadcos? 0, +sin? 0,
sin® a\/4 — 3sin2 6, = sin® 6, ,

sin? o (4 — 3sin? GT) =sin'?0, .

Kdy# pouzijeme substituci = sin? 6, dostdvime rovnici sin®a (4 — 3z) = x°, kterd je
analyticky nefeSitelnd. Kdyz viak dosadime za zndmy thel o = 45° = sin?a = 0,5, tak
muizeme tlohu Fesit numericky, kdy dostaneme kladny vysledek sin? 6, = 0,846 = 6, = 66,87°.
Magnetickd $itka je pak dopliikovy thel, tedy 23,13 °.

Katerina Rosickd
kacka@fykos.cz

Uloha 52 ... letici bahno 8 bodil

Po roviné se konstantni rychlosti v = 15,0m-s~ ' vali pneumatika o vnéjsim priméru d =
= 63,2cm. Najednou se od rotujiciho obvodu pneumatiky oddéli kus bahna, leti vzduchem
a nakonec dopadne na zem. Pneumatika posléze prejede na zem spadly kus bahna stejnym
mistem, odkud se bahno piivodné oddélilo. Jak dlouho lezelo bahno na zemi, nez jej pneumatika
prejela? Neuvazujte odpor vzduchu pri letu kusu bahna. Bahno nespadlo déle nez 4,00 m podél
vodorovné osy od mista vypusténi. Okolo Jindry prosvistélo za jizdy upadlé kolo traktoru.

Uhel a na kole budeme méfit od svislého sméru. Ve vztazné soustavé spojené se zemf ma bahno
vektor rychlosti
u=v(1+cosa,—sina).
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V okamziku oddéleni kusu bahna od kola bude bahno s timto poc¢ateénim vektorem rychlosti
pokracovat ve volném padu na zem. Zatim ale nezndme tihel a urcujici misto, kde dojde k od-
déleni kusu bahna. Odvodime tedy rovnici, z niz thel a spoc¢itdme. Kus bahna zac¢ne svij pad
na zem ve vysce

h=7r(1+ cosa),

kde r = 31,6 cm je polomér pneumatiky. Jeho svisld poloha y a vodorovnd poloha = vzhledem
k bodu vypusténi jsou

1
y = —vtsina — §gt2,
z=v(l+ cosa)t.

Ze druhé rovnice vyjadiime ¢as t = z/(v (1 + cosa)) a dosadime do prvni rovnice, éimz dosta-
neme zdvislost y = y(z)

_ sin « . g 22
Y= Tt cosa 202(1 + cos a)?
Bahno zasdhne zemi, kdyz y = —h = —r(1 + cosa), tudiz dostdvdme vztah mezi mistem

dopadu z a tthlem oddéleni «

g 2 sin o
—r(1 =0
2v2(1 + cos a)? 1+cosa r(1+cosa) ’
1 2 Gin a1 . 201 L \3
12,0 sin —&—cosoz)xi rv°(1 + cos @) —o.
2 g g

Koreny této rovnice jsou

Ti2 = —

v?sin a1 4 cos @) n \/<v2 sin a(1 + cos a)>2 n 2rv2(1 4 cos a)®
g g g '

N4és zajima jen kladny koren

*si 2sina\? | 202r(1
z1 = (1+ cosa) v Sglnoe+\/(v sglna) n v2r( ;—cosa)

Toto je ovSem z-ova poloha vzhledem k bodu oddéleni kusu bahna. My musime znat x-
ovou polohu vzhledem k bodu dotyku kola se zemi v okamziku oddéleni bahna. Bod oddéleni
vzhledem k bodu dotyku mé z-ovou souradnici 7 sin a.

Aby kolo najelo na kus bahna stejnym mistem, odkud predtim onen kus odletél, musi se
kolo pootocit o thel & — a, pripadné jesté muze udélat k celych otocek. Bahno musi dopadnout
do vzdalenosti r(2kn 4+ © — ) od bodu dotyku kola se zemi. Tim paddem dostdvdme rovnici pro
thel oddéleni

2 si 2sina\” | 202r(1
r(2kn+n—a) =rsina+ (1 + cosa) Y smoz+\/(v 51na> + 2 r(l +cosa) )
g g g
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kterou musime vytesit numericky. Jestlize obé strany rovnice vydélime r, muzeme zavést bez-
rozmérny parametr A = v?/(gr), coz zpiehledni z4pis rovnice

2k+ 1) =a+sina+ (1+ cosa) <Asina+ \/(A sina)® + 24 (1+cosa)) .

Po dosazeni A = 72,58 podle &isel ze zaddni pro rtizna k najdeme (napf. s pomoci funkce
scipy.optimize.fsolve() v Pythonu) numericky reSeni

k=0, «a=nrad, 1 = 0m,
k=1 «a=0,4070rad, 2z =2,72m,
k=2, a=0,2042rad, z; =4,84m.

Pripad k > 2 nevyhovuje podmince ze zadani, ze bahno dopadlo blize nez 4,00 m vodorovné od
mista vypusténi. Pfipad k& = 0 zase nevyhovuje tim, ze bahno neletélo vzduchem. Jde o trivialni
pripad, kdy bahno zistalo na pneumatice. Jediné mozné feseni je tedy pro k = 1.

Kolo ujelo vzdélenost D = r(2rn 4+ n — a) za Cas

D
ty = — =0,1900s.
v

Bahno pred dopadnutim na zem letélo vzduchem po dobu

1

t=—— L
(1 + cosa)

=0,0947s.

Doba, po kterou bahno lezelo na zemi, nez bylo znovu piejeto, byla T' =t —t = 0,095 3 s

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 53 ... maximAlni aktivita II 9 bodii

Jindra md No = 10° atomii radioaktivniho izotopu ??Bi. Ten se s pravdépodobnosti Ps =
= 64,06 % rozpada beta rozpadem na izotop *Po a s pravdépodobnosti P = 35,94 % alfa
rozpadem na izotop 2°TI. Polo¢as rozpadu bismutu je Tg; = 60,6 min. Izotop polonia se déle
rozpadé alfa rozpadem s polocasem rozpadu Tp, = 299 s na stabilni izotop 2**Pb. Izotop thallia
se rozpadé beta rozpadem s polocasem rozpadu T = 3,05 min taktéz na olovo 2°Pb.
Za jak dlouho naméri Jindra v systému nejvétsi aktivitu?
Jindra méril polocas rozpadu **Po.

Pro 1ucely tfeseni tlohy bude jednodussi pracovat s rozpadovymi konstantami

_In2

A\ =
T2

nez s polocasy rozpadu 71 /2. Rozpadové konstanty pro jednotlivé izotopy jsou

Ai=1,91-10"%s7" Apo=2,32-10°s"", A =3,79-10"°s"".
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Pro lepsi prehlednost pouzijeme pro mnozstvi atomi bismutu proménnou A, pro atomy
polonia proménnou B, pro atomy thallia proménnou C a pro atomy olova proménnou D. Celkova
aktivita R v systému zavisi na aktudlnich mnozstvich izotopu bismutu A, polonia B a thallia C

R = A\giA + \poB + A1 C. (8)

Proto musime vyfesit soustavu diferencidlnich rovnic popisujici rozpadovou radu, abychom
nasli, jak se A, B a C vyviji v Case.
Soustava diferencidlnich rovnic popisujici mnozstvi jednotlivych izotopu v Case je

A= —Xgi4,
B = PsApiA — \poB,
C = PadsiA — AniC,
D = XpoB + A1 C,
s poc¢dteénimi podminkami A(0) = No, B(0) = 0,C(0) = 0, D(0) = 0.

Tuto soustavu diferencidlnich rovnic muzeme fesit svrchu rfaddek po rfadku. Prvni radek
rovnice ma feseni

A(t) = Noe et
To dosadime do druhého rddku a budeme fesit diferencidlni rovnici
B = PgApiNoe *Bi' — \p,B
s pocateéni podminkou B(0) = 0. Resenim je funkce
B(t) = 32 (0 )
Diferencidlni rovnice na tretim rddku ma stejnou strukturu jako rovnice na druhém radku

i stejnou pocatecni podminku, tudiz jejim feSenim je

C(t) = PoABiNo (e—)\Bit e

N >\T1 - )\Bi

Odvozené funkce dosadime do rovnice (E) pro aktivitu

—)\Tlt)

_ . P, )\ i)\ ON — i -
Rit) = NouNoo™ 01t 4 ZABARNo (oot oaeur) |
LadpidmilNo (o -apit _ g=rmiry (9)

AT1 — ABi

Ovétime, ze v limité ¢ — oo jde aktivita k nule R — 0 diky klesajicim exponencidlam. To je
v souladu s nasim ocekavanim, nebot za dlouhy cas se vétsina radioaktivnich atomi rozpadne
a zbudou jen stabilni 2°*Pb.

Abychom nasli maximum aktivity, musime funkci (E) zderivovat

. A PsABiApro —ABit Pﬂ)‘% —Apot
R = Api N, — ABi Apit _ 1B Bi o Pol _
B O< Bi¢ )\po*)\Bie +>\Po*)\Bie
PoABiATI _)\pit Padi e
_ aABIiATI it _“afTl . 1
A1 — )\Bie + ATl — /\Bie (1)
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Podivame se, ze v ¢ase t = 0 je zména aktivity v ¢ase kladnd

R(0) = AiNo (—ABi + PsApo + PaAi) > 0,

tudiz zpocatku rozpadova aktivita v systému roste. V urcity okamzik dosahne maxima, a poté
v limité ¢ — oo aktivita klesne k nule.

Okamzik maximalni aktivity uréime tak, ze derivaci aktivity podle éasu (@) polozime rov-
nou nula a vyresime pro ¢as t. Vzhledem k faktu Apo > A1 a Apo > Api, muZeme v rovnici
zanedbat &len s exponencidlou e~ Pot

2
g Eit P3ABiAro o ABit _ Pa)\BiATle—/\Bit Po T ATt _ g
i /e e el N S =
APo — ABi AT1 — ABi AT1 — ABi
Postupné osamostatnime cas ¢
2 2
Po A2, Po X2,
e(ATI*ABiﬁ _ AT1—ABi ~ AT1—ABi
= PaApin PodpidTL Parpin
. 3ABiAPo 0 ABiATI i Pa\n: BiATI
ABi + APo—ABi + ATI—ABi Bi + FpApi + AT1—ABi
2
) Pa A2,
t = In AT1I—ABi
AT1 — AB; . . PaABiATi
T1 Bi ABi + PB)\Bl + AT1—ABi

Po dosazeni ¢isel vyjde cas maximalni aktivity v systému ¢t = 366 s = 6,09 min.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 54 ... MiSo st¥ili 9 bodii

Miso rédd stfili z laseru. Potrebuje sniZit jeho energii pomoci reflexivnich sedych (neutral density,
ND) filtria. Chtél by dosdhnout energie svazku 37J. Miso md k dispozici 5 drzdka na filtry
a 7 ruznych filtri, konkrétné 2-stop ND, 3-stop ND, 5-stop ND, 7-stop ND, 11-stop ND, 13-stop
ND a 17-stop ND. Predpokladejte, ze vsechna energie dopadajici na filtr se bud odrazi, a nebo
projde. Laser ma energii 77377 J. S jakou nejlepsi presnosti dokaze dosahnout chténych 37J7
Vysledek uvedte v mJ. Miso vypocitdval fitrovani na PALSu.

V priestoroch medzi filtrami bude dochadzat ku nekonec¢ne vela odrazom. Jednou z moznosti
by bolo pocitat nekone¢né rady. Avsak nie je to potrebné. Bude néds zaujimat celkové mnozstvo
energie, ktoré tecie v priestoroch medzi filtrami. Vstupujiicu energiu 77 377 J ozna¢me E a uva-
zujme, ze laser svieti zlava. Na zaciatok predpokladajme, ze sme obsadili vSetkych pét drziakov.
Postupne zlava oznac¢me filtre indexmi 1 az 5. Rovnakymi indexami ozna¢me energie F tectice
z danych filtrov smerom doprava a vracajice sa energie R tecice do danych filtrov z pravej
strany. Vysledna energia vychidzajica zo sustavy filtrov bude FEs.
Cislo n v oznadeni ND filtru oznacuje kolko svetla cez dany filter prejde

Eprejde = Liystupuje * 27” .
Substituujme k = 27", potom pre koeficient k& dostdvame moznosti

Y O S .
T 1487327128 204881927131 072

56


mailto:jjelinek@fykos.cz

Fyziklani Online 2023 13. roc¢nik 22. listopadu 2023

R R1 RQ R3 R4
-— -— -— -— -—
— — — — — —
E E1 E2 E3 E4 E5
/Cl ]172 k3 k4 kf,

Obréazek 9: Energie v priestoroch medzi filtrami

Energia sa vo filtroch nestréica, takze plati

Eodrazi = Evstupuje . (1 - kl) ’ Eodrazi + Eprejde — Livstupuje -

Do drziakov umiestnime pét filtrov s koeficientami ki, k2, ks, k4, ks, ktorych hodnoty st

Iubovolnou kombinéciou z mnoziny k. Na rozhraniach budu platif rovnice

Es = ksEy,

Ey =kaFs5+ (1 — ka)Ra,
E3 =ksE> + (1 — ks)R3,
Es = koE1 + (1 — k2)Ra,
Ei=kE+(1— k)R,

kde E; st energie tec¢tice doprava a R, energie tec¢ice dolava.

Dostali sme devit rovnic o deviatich nezndmych (5-krat F; a 4-krét R;), ktoré budeme riesit
zépisom do matice a Cramerovym pravidlom. Maticovy zapis rovnic vyssie je nasledovny

1 —ks 0 0 0 0 0 0 0 Es
0 1 —kq 0 0 kg —1 0 0 0 Ey
0 0 1 —ks3 0 0 ks —1 0 0 Es3
0 0 0 1 —kao 0 0 ko —1 0 FEo
0 0 0 0 1 0 0 0 ki —1 Ey
0 ks—1 0 0 0 1 0 0 0 R4
0 0 kg —1 0 0 —ky 1 0 0 R3
0 0 0 ks —1 0 0 —ks 1 0 Ro
0 0 0 0 ko —1 0 0 —ko 1 Ry

Tuto maticu ozna¢me A

Pre Cramerovo pravidlo potrebujeme determinant matice A a determinant matice A; kde
nahradime prvy stlpec vektorom na pravej strane rovnice. Prvy preto, lebo chceme urcit len Es,

¢o je prva nezndme v nasom zoradeni. Dostaneme

_detA; kikokskaks

5 =
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¢o sa dé zjednodusit na

BB 1 1
5 = L+ = n 5 ’
ETntetnte -4 2Mm 427 +2m42m 427 — 4

kde n; su stop ¢isla ND filtrov.
Analogickym postupom pre N = {1,2,3,4,5} filtrov dostdvame obecne

N -1
EN—E-(I—N-FZT”) : (11)
i=1

kde En je vyslednid energia vystupujuca zo stustavy N filtrov. Tento vztah pravdepodobne
plati pre Iubovolné N. Vidime, Ze vysledna energia je nezavisld na poradi filtrov v drziakoch.
Vsetky permutécie pre dani kombindciu vychddzaju rovnako. Nasim cielom bude teraz najst
kombindaciu, ktorej energia bude podla vztahu (@) ¢o najblizsie ku 37 J.

Zo vztahu (@]) vyjadrime a vypocitajme sumu clenov 2%, polozenim Ex = 37J, ¢o je
pozadovand vystupna energia, ku ktorej sa chceme ¢o najviac priblizit.

ZQ"L:—JFN 1=2090 + N . (12)

Teraz moézeme skriptom prebehnut vSetky kombindcie a najst ti najlepsiu. Avsak k vysledku
vieme ddjst aj jednoduchou tivahou.

Na ,vyskladanie* ¢isla 2 090 + N mdme k dispozicii éleny 2™ = 1/k;, teda 4, 8, 32, 128,
2 048, 8 192, 131 072. Uréite teda musime pouzit &islo 2 048 = 21| o je 11-stop filter. Vyssie
ND filtre sa prilis silné. Zo sumy ostane 42 4+ N, teda 128 je vela, a vyuzijeme az 5-stop filter,
ktorému odpovedd 2° = 32. Ostéva 10 + N. Najlepsie o mézeme urobit je pouzit zvysné 2
filtre, ktoré sme este nevyluéili. Teda 2-stop ND a 3-stop ND, ktoré dokopy davaja 2% 4 23
= 4+ 8 = 12. Pouzili sme 4 filtre, ¢o znamend, ze N = 4. Na pravej strane rovnice (@) tym
padom dostaneme 2094, ¢o je takmer presne rovné sume na lavej strane, ktord sme nacitali
na 2 048 + 32 +8 +4 = 2 092.

Na zaver spocitame odchylku AFE energie Fn od 37J vyuzitim vztahu (@) pre najlepsiu
sadu filtrov, a to 2-stop ND, 3-stop ND, 5-stop ND a 11-stop ND,

AE=773771- (1 —4+2> +2° +2° 4 2') 7' —37J = 40mJ

Radovan Lascsdk
radovan.lascsak@fykos.cz

Uloha 55 ... &ervena stieda 9 bodt

Lego se nachdzi na vesmirné stanici v hlubokém vesmiru. Aby se z toho nezblaznil, stile sleduje,
Jjaky je zrovna den na Zemi. Takze vi, Ze minulou nedéli vypustil (s nulovou pocdtecni rychlosti)
raketu o klidové hmotnosti mo = 31,0kg se specidlnim iontovym pohonem, ktery nesnizuje
klidovou hmotnost rakety, pouze piisobi konstantni silou F. Raketa sviti zlatym svétlem \o =
= 600nm tak, Zze kdyz na ni Lego namirf sviij dalekohled dnes ve stredu (konkrétné ts = 72,0 h
od startu rakety), vidi ¢ervené svétlo A\, = 670nm. Jakd je velikost sily F'?

Lego si vsiml vzoru v terminu Fyzikldni Online. . .
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Cerveny posun je velmi zndmy pripad Dopplerovho posunu. Konkrétne medzi vinovou dizkou
vyzarovaného svetla A\¢ a prijatou vlnovou dlzkou A, je vztah

N v1+v/e
e

kde v je rychlost akou sa od seba zdroj a pozorovatel vzdaluji a ¢ je rychlost svetla. Podiel v/c
sa zvykne oznacovat ako (.
Ked tento vztah umocnime na druhd a vyjadrime (3, dostaneme

(A/ho)* — 1
(/AP 1

¢o nam po dosadeni ddva rychlost vzdalovania sa rakety od Legovej vesmirnej stanice v = 0,1c.

Teraz sa podme povenovat tomu, ako bude raketa zrychlovat. Bertic do dvahy, ze bude
musiet zrychlit az na v = 0,1¢, musime pouzit relativistické vztahy pre zrychlenie. Konkrétne
priestorova zlozka pohybovej rovnice vyzera rovnako ako klasickd F= dp/ dt, akurdt p= md,
kde 7 je klasicka rychlost voci danej inercidlnej vztaznej ststave, ale m je hmotnost relativna
vodi tejto vztaznej ststave, pre ktord plati m = mo7y, kde mo je kludovd hmotnost (dand
v zadani) a v = 1/4/1 — v?/c? je Lorentzov faktor.

Ako inercidlnu vzfazni sustavu, z pohladu ktorej budeme tlohu riesit, si zvolime susta-
vu spojenu so stanicou na ktorej sa Lego nachddza. Vsetky vzdialenosti, ¢asy, rychlosti buda
uvadzané z pohladu tejto sustavy.

Mobzeme teraz zostavit diferencidlnu rovnicu pre v a riesit, ale jednoduchsie je uvedomit si,
ze hybnost v ¢ase ¢t bude jednoducho p(t) = F't, ¢o ndm déva vztah medzi t a 8

ﬁ:

Ft:mo#v
/1 — 32
Ft 32
moc  \ 1—p2

(E) gty =

mocC
Ft

(moc) + (Ft)*

/6:

Ked do tohto vztahu dosadime 3, ktori sme spocitali z ¢erveného posunu dostaneme

Ft (Ar/0)? — 1

(moc)® + (Ft)°  (Ar/A0)? +1°

Je dolezité si uvedomit, ze ndm nestaci sem dosadit cas ts, nakolko svetlo, ktoré Lego
v stredu vidi, opustilo raketu skor. Svetlo sa hybe rychlostou ¢, ¢ize ak je raketa v nejaky
moment (z pohladu ststavy spojenej s Legovou stanicou) vzdialend o = od Lega, svetlo z nej
dorazi k Legovi za ¢as t. = x/c. Cize v ¢ase t = 0 Lego vypustil raketu. Ona v Case t =
= t, ziska taku rychlost, ze svetlo z nej Lego uvidi ako cervené. Lenze toto svetlo Lego uvidi
s oneskorenim t.. CiZe ak mé4 Lego uvidiet dand vinovi dizku v Gase ts, musi platit ts = t; + te.
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Vyjadrime najprv t, z rovnosti, ktort sme ziskali porovnanim (3

1 (Mr/X0)? =1

(Ar/X0)? +1
1 B ((AT/AO)Ql)Q
(m06)2+1_ (Ar/X0)?+1
A/A0)?+1\ . moc)?
((Ar/xov—l) 1= (%)

moc (Ar/X0)? — 1
F 2\ /o

b=

Nésledne spocitame vzdialenost, ktorid za ten Cas raketa prejde. Pozname jej rychlost v case ¢,
zostava ju preintegrovat od 0 po t,

tr 2 tr 2
o= [ s ()] —c< e @)
mc2
oy () 1 °

Tym padom, cas, za ktory sa svetlo vrati bude

P n (moc)2 _moc _ moc (Ar/X0)? +1 _ moc _ moc (Ar/Xo —1)2
P F _F  2n/% F _F  2n/h

A ako sme uz povedali, musi platit ts = ¢, + tc, Co ndm konecne déva rovnicu pre F

mocC ()\T/)\())2 -1 mocC (AT/AO — 1)2

S SN F 20 /x
F= moc ()\7«/)\0)2 -1 I ()\,-/)\0)2 — 2)\7-/)\0 +1
Tt 2Xr/ Ao 2X-/ Ao '
F= ";0‘3 (Ar/Xo—1) = 4183N.
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha 56 ... pumpujeme vodu vodou 8 bodu

V' 19. stoleti lidé zacali hojné vyuzivat parni stroje a uvazovat o jejich tcinnosti. Jeden z pro-
blémi, ktery tehdy mohli resit, bylo pumpovani vody z dolu. Nezajima nas ale konkrétni navrh
procesu/motoru, ktery vodu z hloubky h = 50 m vypumpuje az na povrch. Uvazujme, Ze jsme
natrefili na geotermélné ohfdtou idedlni vodu (je nestlacitelnd, mé neménnou hustotu p a mér-
nou tepelnou kapacitu ¢) s objemem Vi = 200 m? a teplotou Ty = 90°C. Pobliz je i jezero
(term&lni ldzeri) o konstantni teploté Ty = 10 °C. Jaké je maximdIni mnozstvi vody, které jsme
v idedlnim pripadé schopni vypumpovat na povrch? Pro celé mnozstvi vody uvazujte konstantni
prevyseni h a homogenni gravitacni pole. Marek podnikl exkurzi do 19. stoleti.
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Zo zadania vidime, ze ide o tlohu kedy mame dostupné urcité mnozstvo energie (geotermalnu
vodu), ktoré chceme ,premenit“ na uréité mnozstvo prace (pumpovanie vody z bane). Nech
budeme robit ¢okolvek, uvazujeme, ze celkova energia sa zachovava.

Nés vSak zaujima maximélne mnozstvo vody, ktoré sme schopni vypumpovat a teda vlastne
maximalne mnozstvo prace, ktord sme schopni vykonat. Robme veci efektivne a uvazujme
idedlny pripad, kedy sa geotermdlna energia premiena len na pracu a ,odpadovi“ energiu,
ktord je prijimand jazerom (termdlnym kupelom o konstantnej teplote Ty). Na tomto mieste
poznamenajme, ze jazero pri tomto procese naozaj musi prijat urCité mnozstvo tepla/energie
a teda nemdzeme geotermalnu energiu premenit ¢isto na pracu (to by bolo v rozpore s druhym
termodynamickym zdkonom). PiSme tak zdkon zachovania energie

AQgeo + AQs+W =0, (13)

kde AQgeo znaci zmenu tepla/energie geotermalnej vody, AQj znadi teplo prijaté jazerom a W je
nami hladand praca. Vidime, ze tloha sa vlastne redukuje na hladanie a minimalizovanie prave
tepla AQj, kedze AQgeo je dané ako

AQgeo = cVipAT = cVip(Ty — Th),

kedy teplotu na zaciatku mame zadant a teplota na konci je teplotou samotného jazera. Je
to tak preto, lebo chceme maximéalnu pracu a teda geotermélnu vodu budeme ochladzovat az
dovtedy dokym efektivne vieme (do vyrovnania tepldt, potom by nés to uz stalo pracu).

Vo vztahu (@) ndm ostali dve nezndme, potrebujeme tak este jednu vazbu. A tou je podmi-
enka, ze cely proces musi byt reverzibilny! Od Carnota vieme, Ze prave také procesy operujice
medzi dvoma teplotami si najicinnejsie — vedia extrahovat najviac prace. Zakon zachovania
energie spolu s podmienkou reverzibility celého procesu je srdcom tzv. ,Maximum work* teo-
rému. Plati druhy termodynamicky zdkon v tvare

AS >0,
respektive, pre nas proces
ASgeo + AS;+ ASw > 0. (14)

A kedze kupel z definicie (je omnoho vac¢si ako zdroj geotermélne ohriatej vody) prijima teplo
pri konstantnej teplote tak pre zmenu entropie plati
_ AQy

A =
S J TJ )

a my uz vieme, ze AQ; chceme minimalizovat. Vidime tak ze v rovnici (@) chceme uvazovat
rovnost (Co si je IahsSie uvedomit ak na pravi stranu presunieme ostatné ¢leny bez AQy) ak nas
zaujima maximalne mnozstvo prace. Dalej si vSimnime, ze ASw = 0 nim pomsha v mini-
malizdcii AQ; a znamend to vlastne, Ze pracu kondme vratne/adiabaticky. Nakoniec naozaj
dostdvame podmienku na reverzibilny proces, kedy AS =0

AQ; d@ R d7
AS; =220 A = [ &2 v
53 Ty S / T - PYiTp
odkial mame

AQj = —cpViT5In (&) .
Ty
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Pre pracu z (@) potom plati

T
W = cpVi [Tl —Ty+TyIn (J)} ,
T
pri¢om vieme, ze pri pumpovani vody vykondvame préicu proti gravitacnému polu W = pAV gh
a pre maximalne mnozstvo vody Vimax tak mame

. [Ty = T5 + Tyn ()]
max gh .

To je pre hodnoty zo zadania Vinax = 16 277 m®. Nech robime ¢o robime, #iadny stroj viac vody
pomocou energie z geotermdalnej vody nevypumpuje. Ide vsak o pozoruhodne velké mnozstvo
vody. Uvedomme si, e na vypumpovanie 16277 m> z hibky 50 metrov nam stadilo 200m?
geotermalne ohriatej vody a kupel. Dévodom je samozrejme vysoka tepelna kapacita vody. Na
zaver eSte poznamenajme, zZe sice ide o vela vody, ale stdle omnoho menej ako by sme mohli
naivne ¢akat z V = ¢V1 AT /gh = 136481 m?>.

Marek Jankola
marekj@fykos.cz

Uloha 57 ... pivni 9 bodu

Pit pivo, to neni jen tak. Musite zvednout sviij pullitr ze stolu a naklonit ho tak, aby vam
zacalo téct do pusy. K tomuto vsemu je ale potieba vykonat praci. Uvazujte hmotnost m =
= 360 g pillitru, jeho vdlcovy tvar o poloméru r = 3,5cm a vysce h = 15cm a hustotu piva p =
= 1030kg-m™3. Urdete vykonanou préaci, pokud zvedate pillitr s 350 ml piva, abyste se mohli
napit. Vase tsta jsou 40 cm nad stolem.

Jarda premgslel, kolik toho zase musi Viktorovi zaplatit. . .

Pro napiti musime vykonat préaci potiebnou na zvednuti kryglu v tthovém poli, tedy na zvyseni
jeho potencialni energie. Pro zacatek spocitdme thel ndklonu pillitru, aby z néj zacalo téct
pivo. Tekutina zaujme ve sklenici tvar, ktery se sklddé z valce o vySce x a dtvaru, jenz vznikne
sikmym fezem vélce z okraje jedné podstavy az na druhy. Uvazujme vysku tohoto utvaru jako y.
Pak je celkovy objem téchto dvou téles roven objemu piva ve sklenici V' jako

1
V =mwrlz + 57:7"23/.

Aby pivo zagalo téct ven, musi byt splnéna podminka x +y = h. Uhel néklonu navic dokdzeme
vyjadriit jako tga = y/2r, priemz « je thel, o ktery je vyska pullitru odklonéna od svislice.
7 téchto tii rovnic dostaneme hledany thel jako

2

h—-V

tga= "~ = a=593°.

r
Pri tomto thlu nastane situace, kdy je v kryglu stéle tolik piva, Ze je jeho podstava zcela zalita.
Situace by se totiz zménila az pfi uhlu arctg(h/2r) = 65,0 °.

7 predeslych vztaht navic dokdzeme vyjadrit ¢iselné y = 2rtga = 11,81cm a = = 3,19 cm.

genniho materidlu o konstantni tloustce stén, miuzeme oznacit plosnou hustotu plasté a podstavy
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B gQTE’I‘hO' B h?
T 2nrho +1r2c . 2h+4r

Yk =6,72cm.

vvvvvvvv

pivo. Tu spocitdme pomoci integralu jako

1 r y y 1y 5mrt 5y
= gy | VoW = Y qu = y 5t By _ .
Yy p (A7r2y) /ﬂ r2—u?(u+r) 2TP(u+r) % = s %~ 3690m

_l(re, (DY )1 2)_
yp—V(Qrcr a:—|—<16+x any =5,03cm.

1 " y 21 4 1
my:p(én,,ﬂy)/_ 2 T2_U2(U+T)§pu du :@gﬂr :ZT:0,875Cm.

11

1
_— e 2 — —_—
Tp = oMY T = 0,568 cm

od osy symetrie pullitru.
Ozna¢me nyni H = 40 cm vysku mezi stolem a usty. Stied podstavy se bude pfi piti piva
nachézet ve vysce
vs = H —hcosa+ rsina = 35,36cm .

Potencialni energie naklonéného piva a pillitru je vzhledem k roviné stolu

E=g(m(vs+yxcosa)+V p(vs+ ypcosa — zpsina)) = 2,694 .
pokud stoji na stole. Ta je
2

h
Ey = _
0 gm2h+r+ng

55 = 0,398,

Vysledkem je tedy vykonand préce 2296 mJ.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha K.1 ... kyvadlo se kyve tam... 3 body

V nékterych budoviach se miizeme setkat s Foucaultovym kyvadlem, které miva velmi dlouhy
zaves. Jarda jednoho dne takové potkal, pricemz chtél odhadnout vysku stropu, kde bylo kyvadlo
zavésené. Periodu kmitu zméril jako 14,2s a kyvadlo bylo v nejnizsi poloze ve vysce 70 cm nad
zemi. Najdéte vysku stropu. Jarda byl v parizském Pantheonu.

V tomto feseni budeme kyvadlo povazovat za matematické. Pro néj plati zndmy vztah spojujici
délku zavésu kyvadla L, tthové zrychleni g a periodu kmitu T" ve tvaru

/L T’
T =2n ;; = L= i;ggg = 50,1 m.

Abychom nasli vysku bodu nad zemi, ve které je kyvadlo ukotveno, je potieba k délce zdvésu

svvs

112
H=L+h=——g+h=>508m.
42

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Ulocha K.2 ... ... a zpét... 3 body

Abychom mohli poéitat v aproximaci matematického kyvadla, potrebujeme hmotny bod na ne-
hmotném zavésu. Uvazujme ocelové lanko o priméru 1,4 mm, na kterém je zavéseno zavazi. Pro
néj v ramci dobré presnosti pozadujeme, aby bylo 80-krat hmotnéjsi nez lanko, na kterém visi.
Jestlize je pevnost pouzité oceli v tahu 520 N-mm ™2, jakd muze byt maximdlni délka zivésu
v klidu? Hustota pouzité oceli je 7900 kg-m~3.

Tak tenké a dlouhé lanko a stejné by udrzelo i Jardu.

Nejvyssi napéti v lanku bude v bodé zavésu, protoze zde nese tihu zavazi i zbytku lana. Hmot-

nost lanka bude
my = —
1= pl ,

kde d je jeho prameér, p hustota oceli a L jeho délka. Pro hmotnost zavazi pak plati m, = kmy,
kde k = 80.
Sila ptsobici na lanko v misté zavésu tak je

d2
F=(m+m)g=m(l+k)g="pL(L+k)g.

Vydélime-li tuto silu plochou prifezu lanka, dostaneme napéti v materidlu. Lanko se nesmi
pretrhnout, proto plati

F o .
= —_— = l; 1 l; = —m— — 1r
o=35=p 1+k)g = P 83m,

kde o je mez pevnosti v tahu.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha K.3 ... ... a tam... 4 body

Vodorovna vychylka kyvadla se béhem deseti minut zmensila z 1,0m na 0,9m. Urcete prii-
meérnou praci, kterou vykonaji odporové sily v priibeéhu jedné periody kyvadla. Uvazujte znovu
pouze matematické kyvadlo o hmotnosti 47 kg s periodou kmitu 14,2s.

Jirkovi prislo zaddani této dlohy matouct.
Dulezité je, ze perioda kmitu nezdvisi na vychylce kyvadla. To za ¢as ¢ = 10 min udélalo

t

N=—=423.
T
kmiti. Déle pak vime, ze lze délku kyvadla jednoduse spocitat z periody kmitu jako
T° g
L= =502m.

Kyvadlo ztratilo néjakou energii, kterou vypocitame z rozdilu potencidlnich energii. Ze znalosti
vychylky = Lsin ¢, kde ¢ je thel vychyleni od kolmice, miuzeme spocitat ibytek potencidlni
energie kyvadla jako

AE = mgL (cos ¢s — cos i) .

Indexem i budeme znacit pocateéni ihlovou vychylku a indexem f pak koncovou. Protoze pro
pocéatecni thel plati ¢; = arctg(%) = 0,020rad < 1, mizeme s dobrou presnosti pouzivat
2
aproximace tg ¢ = sinp ~ ¢ a cos ¢ ~ 1 — Z-. Rozdil potencidlnich energii tak miizeme zapsat
jako
_ mgL , 2\ _ Mg / 2 2
AE = o (<Pi —Qﬁf) YA (901 —ﬂﬂf) .
Tato energie je rovna praci vykonané odporovymi silami. Pramérné béhem jedné periody tak
kyvadlo ztrati energii
L ap_mg(e?—a)T

N 2Lt '

2
Jesté ze znalosti periody kmitu dosadme za délku lana L = %} a dostavame

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Ulocha K4 ... ... a zpét a porad dokola 5 bodu

Jardovi se odhad nezdal dostatecné presny, proto se rozhodl nebrat kyvadlo jako matematic-
ké, ale chtél zapocitat momenty setrvacnosti jednotlivych casti. Zjistil si, ze lanko je tvoreno
50,0 m dlouhym ocelovym dratem o priiméru 1,40 mm a na konci je koule o poloméru 10,0 cm
o hmotnosti 17,0kg. Jaky je pomér doby kmitu takového kyvadla viici periodé matematického
o délce zdvésu 50,1 m? Hustota oceli je 7,90 g-cm™3.

Jarda potreboval zadat dlohu s fyzickym kyvadlem i do letosniho Hurry-upu.
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Periodu spocitame pomoci vztahu pro fyzické kyvadlo, kterym je

Vvev

Hmotnost dratu je mq = pV = p“ff2 1, kde hustota oceli je rovna p = 7900kg-m 3. Objem

dritu jsme oznacili jako V' a nasledné jej vyjadrili pomoci primeéru d a délky [. Vzdalenost

_mab+M(U+R)  p™ 24 M(I+R)

ma + M ma + M

El

kde M je hmotnost koule na konci a R jeji polomér.
Moment setrvacnost celého télesa ziskame souctem jeho jednotlivych casti. Lanko muze-
me povazovat za tenkou tuhou ty¢, kterd se otac¢i kolem jednoho svého konce, coz odpovida

momentu setrvacnosti
1 3 1
Ja=-smal” = —

233
3 —lzpndl.

osu musfme posunout podle Steinerovy véty o M (I + R)? a ziskdme celkovy moment setrvaé-
nosti celého kyvadla jako

= %pﬁdZIS + %MRQ +M(+R)?*.

Dosazenim do tvodniho vztahu a porovnanim s periodou matematického kyvadla o délce zavésu
(I 4+ R) dostaneme

J

nd2134 2 M R?

1
5P
T J B 1+ 12 N R  0.997
Tmat (md-‘rM)(l—i—R)xi nd2 2 - :

P
I+ J\l(?JrR)

Rozdil je tak maly, Ze i pro tak dlouhou periodu kmitu by ho nebylo pomoci stopek snadné
nameérit.
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha T.1 ... nafukujeme balének 4 body

Pri nafukovani balénku miizeme od jistého poloméru s dobrou presnosti predpokladat, Ze energie
pruznosti roste primo imeérné s pribyvajici plochou povrchu balénku. V této oblasti rozméri
nasel Jirka balének o poloméru 5cm a zméril, Ze tlak vzduchu v ném je roven 107 kPa. Balének
vsak nebyl moc velky, proto se jej rozhodl dofouknout na polomér 15cm. Kolik moli vzduchu
musel do balénku prifouknout? Predpokladejte, ze ma balének kulovy tvar. Teplota v mistnosti,
kde Jirka balének nafukuje, je T = 20 °C. Cuicend z optiky bylo pro Jirku moc nezdzZivné.

66


mailto:jardah@fykos.cz

Fyziklani Online 2023 13. roc¢nik 22. listopadu 2023

K vypocétu mnozstvi vzduchu, které musime dofouknout, chceme vyuzit stavovou rovnici pro
idedlni plyn
pV =nRT.

Pritom pro nafouknuty balének zndme teplotu T' = 20 °C i objem V2 = %nr; kde r2 = 15cm

(balének je kulovy). Musime tedy nalézt zdvislost tlaku uvniti balénku na jeho rozmérech.
Vime, ze abychom zvétsili plochu balénku o dS (uvazujeme, ze dS je infinitezimdlné mala

plocha, i kdyz by vztah pro praci platil i pro koneénou AS), musime proti sildm v balénku

vykonat praci dW takovou, ze plati

A

5 ds.

dW =
kde konstantu dmeérnosti jsme oznacili % pro ucely konzistentniho znaceni s dalsimi tilohami
v této Hurry up sérii.
Balének ma kulovy tvar, vyslednice sil v balénku proto ptisobi smérem ke stfedu balénku
(baldnek se snazi zmensit). Pri zvétseni balénku o maly polomér dr se pak vykond préce

dW =F .-dr=p-S-dr =p-4mr’dr,

kde p je tlak zptsobeny balénkem pii poloméru r. P¥i ipravich jsme vyuzili toho, Ze je dr je
malé, takze se pti nafouknuti o Ar sfla F' a plocha S zméni zanedbatelné malo (tj. zanedbdme
¢leny O(dr?)). Ekvivalentné bychom mohli postupovat tak, Ze si fekneme, Ze tlak v balénku
kona stejnou praci pfi nafouknuti, jako kona tlak plynu pfi jeho rozpindni. Kdyz se plyn rozepne
o objem dV, vykona praci dW = pdV, odkud mame opét dW = p - 4nr? dr.

O préci zaroveti jiz vime, Ze je tmérné plose dS = 8rr? dr, takze celkem miiZzeme psat

p~4nr2dr:§-8nr2dr,

odkud méme zévislost tlaku na poloméru
A
p=-.
r
Uvédomme si, ze toto jesté neni tlak vzduchu uvniti balénku. Na vzduch totiz kromé balénku
pusobi jesté atmosféricky tlak p, = 101 325 Pa. Celkovy tlak vzduchu je potom p + pa,.
Ze zadani zndme pocatecni tlak p; a polomér ri, odtud uréime konstantu A jako A =
= (p1—pa)r1. Pak pro pocet moli vzduchu, které musi Jirka do balénku dofouknout, dostavdme
p2Va piVh 4

An="pr ~RT = An=anr

T
[(pa + (p1 —pa)*l> s — plr?} .
r2

Dosazenim ziskaviame An = 0,576 mol, coz odpovidé ptiblizné 13 litrim vzduchu za normélniho
tlaku. Clovék pfi nidechu zvliddne vyfouknout kolem 3 litrit vzduchu, takze Jirka potiebuje
priblizné 5 nadecht na dofouknuti balénku.
Jiri Kohl
jiri.kohl@fykos.cz
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Uloha T.2 ... ochlazujeme balének 5 bodu

Jirka uz byl spokojeny s velikosti svého balénku a vyrazil s nim ven na prochazku. Z vyhraté
mistnosti o 20°C vysel ven jen v tricku a zjistil, Ze je mu vdzné zima, protoze teplota venku
byla jen 3 °C. Na jaky polomeér se zmensil jeho balének béhem prochédzky, pokud mél na zacatku
polomér r1 = 15 cm? Nezapomeiite, Ze pro zavislost mezi pretlakem v balénku a jeho polomérem
Jjste v minulé tloze odvodili vztah (stdle uvazujeme, ze md balének kulovy tvar)

kde A = 300Pa-m. Jirka chodi na tajné nocni schizky.

Vyjdeme ze stavové rovnice pro idealni plyn. Uvazujeme, ze vzduch z balénku v priubéhu pro-
chézky neunika, takze mame

piVi _ p2Ve
T T’
kde Th = 20°C, T> = 3°C. Balének je kulovy, takze jeho objem je
4
V= §TW3 .

Tlak vzduchu v balénku je roven souctu atmosférického tlaku p, a pretlaku v balénku. Mame
tedy

A
P=DPa+ —.
r
Vsechny poznatky nyni dosadime do stavové rovnice, ¢imz po upravach dostaneme

T> A

B
r1

T ) r = Ar2 4 pars .

Jelikoz se jedna kubickou rovnici, spokojime se s numerickym TfeSenim. Jediny realny koren
je o = 14,7 cm. Povsimnéme si, ze v tomto pripadé zména tlaku v balénku ovliviiuje vysledek
velmi mélo. Pokud bychom uvazovali v balénku konstantni tlak, dostali bychom vysledek, ktery
by se lisil fddové o setiny procenta. Dostaneme tedy

3T2

T2 RTY T =14,7cm.

Jir{ Kohl
jiri.kohl@fykos.cz

Uloha T.3 ... uletél nAm balének 6 bodil

Viktor Jirkovi za jeho obétavost pri korekturovani vénoval maly darek — heliovy balének o po-
loméru ro = 11 cm. Jirka zatizil balonek tak, ze celkova hmotnost materidlu byla M = 52g,
a doufal, ze to staci, aby balének neuletél. Bohuzel se spletl a balének zacal stoupat vzhiru.
Uvazujeme-li stejnou zavislost mezi polomérem a tlakem uvnitr balénku jako v predchozich
tlohéach, tedy

Ap:77
T
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kde A = 300 Pa-m, urcete, do jaké vysky by balének vystoupal v izotermické atmostére o tep-
loté T = 20 °C, kdyby neprasknul. Molarni hmotnost helia je 4,003 g-mol~*.
Népovéda: V izotermické atmosfére klesa tlak i hustota exponencidlné.

Ve skutecnosti pozval Jarda Jirku na pivo.

Izotermicka atmosféra ma vsude konstatni teplotu a pro jeji tlak p, a hustotu p. plati

() e paen( )
Pa = Pao €Xp "o y Pa = Pa0 €XP hol)

kde pao, resp. pao je tlak, resp. hustota u zemé a hy = ;}—IT‘, = 8600m je vyska (M, =
=28,96g - mol '), kde tlak i hustota klesnou na 1/e hodnoty u zemé. Dopliime jesté, ze mezi
tlakem a hustotou plati vztah
pa _ RT
pa My’
kde T je teplota plynu a My, jeho molarni hmotnost.
Dalsi vztah, ktery nas bude po zbytek tlohy provazet, je vztah pro tlak p; hélia uvnitr

balénku
A
Pi— Pa = —.
r
Za normalnich podminek proto mizeme jednoduse urcit hustotu helia jako

_ Pao MHe

— 3
PHeO = RT =0,1664kgm™ ",

kde Mye = 4,003 g - mol~! je moldrni hmotnost helia. Hustota helia uvnit¥ balénku bude o néco
vySsi, protoze je zde o £ vy3si tlak, tedy

o + A ~
oo = prieo?20FAITO (1700 kgem P

Pao

Aby se balének vznasel v néjaké vysce, musi byt jeho tihova sila rovna vztlakové

4
mg=Vp.g = m= gm"gpa.

Vime, ze u zemé byla vztlakova sila vétsi nez tthova, proto jsme balének zatizili.
Miuzeme najit hmotnost balénku a plynu v ném jako

4
m = gnrnge + M =6,153g.

Posledni dilezitou rovnici je stavova rovnice idedlniho plynu v balénku, podle které
4
prm"?’ =nRT.
3
7Z této rovnice jednoduse dosadime do rovnice pro tlak a vyjadrime atmosféricky tlak v zavislosti

na poloméru jako
3nRT A _ ox (_i)
4mr3 y -~ Pa0€XP ho/ ~
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Exponencidlu dosadime do rovnice pro sily

ool £)- 2 -
X —_—— ) =— =
ho Pa0 %nr3pao

a dostavame rovnici pro r ve tvaru

4 a0 (3NRT A 3 a
m:fm’?’g(n f—) = r=4/— (nrT - TP
3 Pao \ 4mr3 r 4nA Pa0
Protoze je teplota a molarni mnozstvi helia v balénku konstantni, mtzeme pro soucin nRT
psat

nRT = pioénrg = (é -l-pao) énrf})’
3 To 3
a dosadit do predchozi rovnice.
Dosadime polomér do rovnice pro sily a po nékolika dalsich dpravéach a dosazenich muzeme
najit vysku h jako

3
7"31’3 3mpg,
Pa0 4113 pag " ( o 47‘/&“%) po
h=holn| =) =holn[ —== | =holn =19km.
Pa 3m 3m
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha T.4 ... spojujeme balénky 6 bodu

Protoze Jirkovi heliovy balének uletél, smutné musel Viktora pozadat o dalsi. Dostal rovnou
dva, ale musel si je nafouknout sam. Jirka nafouknul jeden na polomér r; = 15,0cm, poté
vzal kratkou tzkou trubicku a propojil ho s druhym tak, Ze zadny vzduch neuniknul. K jeho
velkému prekvapeni mél po ustdleni rovnovahy jeden balének vétsi polomér nez ten druhy. Jaky
byl pomér poloméru vétsiho balénku ku poloméru mensiho? Nyni predpokladejte, ze rozdil tlaki
v balénku a v okoli zavisi na jeho poloméru jako

6
2]
r r
kde A = 300 Pa-m a ro = 3,00 cm. Cely experiment probéhl za teploty 20 °C. Predpoklddejte,

Ze druhy balének ma pred pripojenim k trubi¢ce polomér rg.
Jarda vidél zajimavy experiment na predndsce.

Situace se ustali, jakmile se mezi balénky vyrovnaji tlaky, pficemz zustane celkové molarni
mnozstvi plynu v soustavé zachované. Ze znalosti vztahu pro tlak v zavislosti na poloméru
dokazeme pomoci stavové rovnice ur¢it molarni mnozstvi plynu v soustavé jako

1 4 3 1 A T0 6 4 3 .
— et 32 (0 S e I ) 1
= RgrP3T RT{m[ (m”“’ }3” 0,599 mo
ny = paénrgi0,00E)mol.

RT3

70


mailto:jardah@fykos.cz

Fyziklani Online 2023 13. roc¢nik 22. listopadu 2023

Oznac¢me 71 polomér puvodniho ze spojenych balénkt a re polomér druhého. Pfi rovnosti

tlakn plati
- @)]-2 )
T1 T1 T2 T2

Z této rovnice dokazeme pomoci jednoho poloméru vzdy dopocitat druhy.
Zaroven musi platit stavova rovnice pro celou soustavu ve tvaru

n 3 3 A 70\ ° 4n 3 3 .
Ly (i +73) = {h 1- (E> Thars (rf +73) = (n1 4+ n2)RT = 1472,18 7,

Hodnotu pravé strany rovnice zndme, jedinou proménnou na levé strané je ri1. Budeme tedy
ménit r1 tak dlouho, dokud nedostaneme rovnost mezi obéma stranami na pozadovanou pres-
nost. Muzeme k tomu vyuzit tfeba software typu Wolfram Mathematica nebo vhodny graficky
kalkulator, naptiklad GeoGebru. Vyneseme si zavislost pretlaku na poloméru, na néj umistime
jeden bod, najdeme druhy, ktery ma stejny pretlak a je tedy na pruseciku kiivky pretlaku
s rovnobézkou s z osou, ¢imz zname r1 a r2. Zjistili jsme, zZe aby se prava strana rovnala nRT,
potfebujeme r1 = 14,994 cm a ro2 = 3,119 cm. Jejich pomér a tedy feSeni nasi ilohy je 4,81.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha M.1 ... tramvajova 3 body

Jaky je maximalni tihel, pod kterym miize jet tramvaj z kopce doli, aby stdle byla schopna
zastavit? Soucinitel smykového treni kol a kolejnic je f = 0,15.
David jel na predndsku podezrele z kopce.

Jestlize se tramvaj nachazi na naklonéné roviné svirajici tthel o se zemi, ptisobi na ni t¥i sily:
tihova sila F svisle doli, normalova sila N = F cos o kolméa na naklonénou rovinu a tteci sila Fy
pusobici proti sméru pohybu. Maximalni moznd hodnota tteci sily je

Ft,max - fN: chosa,

kde f = 0,15 je soucinitel smykového tfeni mezi koly tramvaje a kolejnicemi. Toto je zaroven
maximalni brzdnd sila, kterou muze tramvaj vyvinout.
Smeérem dolu z kopce plisobi tecna slozka tihové sily

Fy=Fsina,
ktera se snazi tramvaj rozjet. Tramvaj bude schopné zastavit jen v pripadé, ze jeji brzdna sila
bude vétsi nez urychlujici tecna slozka tihové sily. Dostdvame nerovnici s témito dvéma silami
Fy max > FH
fFcosa> Fsina
tga < f
a < arctg f
a<853°=85°.
Tramvaj dokéze bezpecné zastavit jen na svazich se sklonem mensim nez 8,5 °.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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Uloha M.2 ... tramvajova reloaded 3 body

Tramvaj jede rychlosti v = 27km-h™! a jeji maximdlni zpomaleni je a = 2,1 m-s™ 2. Jakd je mi-
nimalni vzdalenost, na které tramvaj jesté stihne zastavit, kdyz da David na zastdvce znameni?
Uvazujte, Ze reakéni doba ridi¢e na Davidovo mavnuti je t' = 0,3 s

David studoval manudl k travaji T8 azZ moc dlouho.

Nejprve vypocitdme dréhu, kterou tramvaj ujede jesté predtim, nez ridi¢ na Davida zareaguje,
jako
s1=vt' = 225m.

Nésledné spocitame, jak dlouho bude trvat, nez tramvaj zastavi
v .
v=al = t=—=3,57s.
a
Potom uré¢ime brzdnou drdhu pomoci zndmého vzorce

1 1 .
So = vt — iat2 = iat2 = 13,39 m.
Nakonec secteme obé drahy
s=51+ 52 =16m.

David_Skrob
david.skrob@fykos.cz

Uloha M.3 ... paralelni koleje 4 body

Meéjme dvoje paralelni tramvajové koleje ve vzdalenosti d =
= 11 m. Chceme mezi nimi postavit soustavu obloukii o polo-
méru r, viz obrazek vpravo. Najdéte r takové, aby tramvaj, kte-
rd v zatdcce snese normalové zrychleni a = 0,85 m-s~2, projela
touto zatackou v co nejkratsim case. Velikost rychlosti tram-
vaje se neméni. Adam by chtél jet Snowpiercerem.

Oc¢ividné maji smysl pouze r > d/2. Zvolme si tedy libovol-
né r splnujici tuto podminku a vypoctéme k nému celkovou
délku obloukt s(r) a maximalni moznou rychlost lokomoti-

vy v(r).

Rychlost je mnohem jednodussi a tak zacneme s ni. Protoze
a < v?/r plati
v=+ar.

Pro vypocet funkce s(r) nejprve zjistime stfedovy thel piislusici prostfednimu oblouku. Pro
ten plati @ = 1 + 2¢. Nésledné vyjadiime dvéma zpusoby vzdalenost A, B. Pomoci velkého
oblouku jako

27 sin (g + <p) = 2rcosy

a pomoci malych oblouku jako
d+2r(1l—cosep).
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Tato dvé vyjadien{ porovname a ziskdme vztah ¢ = arccos [(d + 2r)/4r]. Nakonec staci pouze
secist jednotlivé oblouky a ziskat

s(t) = nr + 4r arccos <d+ ZT).

Ze znédmych funkci s(r) a v(r) vyjadiime ¢as jako funkci r

t(r) = E: —n\/>+4\/>arccos( +2T>_ \/;'

Funkce f(r) = ny/r/a je rostouci a tramvaj tak oblouk projede nejrychleji v pfipadé, kdy
r=d/2=>55m.

Pozndmka: Vlastné ani nebylo tieba vyjadiovat thel ¢ (staci, Ze je nezdporny), ale je to zaji-
mavy geometricky problém.

Adam Mendl
adam.mendl@fykos.cz

Uloha M.4 ... turbomusi trable 5 bodt

Dvé tramvaje ve vzdalenosti s = 400 m jedou proti sobé, prvnf rychlost{ v; = 30 km-h™!, druh4
rychlosti v2 = 35km-h™'. Z prvni vylétne moucha rychlost{ vs = 80km-h™! a doleti ke druhé
tramvaji, zde se odrazi od skla a leti zpatky a tak dal, dokud bude tramvajim zvladat uletét.
Skla jsou totiz ulepena, a tak se pri kazdém odrazu jeji rychlost snizi na g-nasobek rychlosti
pred odrazem, kde q = 0,97. Za predpokladu, ze se odrazi okamzité, kolik toho uleti, nez se
tramvaje srazi? Marek potkal mouchu v tramuvagi.

Po ¢ase t od momentu, kdy moucha vylet{, maji tramvaje vzddlenosti s — (v1 + v2)t. Oznacime
Cas i-té srazky s tramvajemi jako ¢; (a polozme to = 0s). Dale ozna¢me v1 = 30 km-h~! rychlost
prvni tramvaje a v2 rychlost druhé, zatimco pocatecni rychlost mouchy jako vs. Potom mtzeme
pro sudé a liché srazky psat

s — (v1 + v2)ton = (Uz + vs - q2n) (tant1 — tan),
s — (v1 +v2)tanyr = (Ul + w3 - q2n+l) (tant2 — tony1),

nebot moucha a protijedouci tramvaj musi urazit vzdalenost mezi tramvajemi za stejny cas.
Upravou dostaneme iterativni vztahy

; _S_('Ul_'US 7 )t2n
2n+1 — Vg +1}3 q 3

s — (’U2 — V3 - qQ"H) tont1
tont2 =

v1 + v - g2t

Miuzeme si uvédomit, ze kdyby moucha nezpomalovala, nastalo by formélné nekone¢no srazek
s tramvajemi, ale tim, Ze moucha zpomaluje, v jednu chvili bude mit rychlost mensi nez jedna
z tramvaji a potom se uz jen poveze na celnim skle. Proto najdeme nejmensi takové k, pro které
bude platit jedna z nerovnosti

2k 2k+1
v3q™ <vi, vs3q < w2,
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a urc¢ime pocet srazek mouchy s tramvajemi N jako 2k v pripadé platnosti prvni nerovnosti nebo
2k + 1 v pripadé platnosti druhé. Toto k lze urcit napriklad pomoci libovolného tabulkového
procesoru typu Excel. Jakmile jej uréime, celkovou drédhu mouchy spocteme jako

N
=D g ),
n=1

coz muzeme opét fesit tabulkovym procesorem. Po provedeni vypo¢tl dostaneme N = 29 (tedy
po dvacdté devdté srdzce se moucha uz jen poveze na Celnim skle) a s = 482m. Mohli jsme
si vSimnout, Ze asi uz po desatém odrazu jsou tramvaje tak blizko, ze uz se urazené dréahy prilis
neméni, stacilo by tedy provést sumaci pouze do indexu N = 10.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz
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UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
18000 Praha 8
www: https://fykos.cz
e-mail:  fykos@fykos.cz

Kl /FYKOS (0) @fykosak

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medialni komunikace MFF UK a podporovian Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematikt a fyziki. Realizace projektu byla
podpofena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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