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Uloha FoL.1 ... nenipadny eskalator 3 body

Pokud se schody eskaldtoru pohybuji rychlosti v = 4,0km-h™!, o kolik procent se od této
rychlosti miize maximalné lisit rychlost pasu, jehoz se cestujici pridrzuji, aby cestujici nepoznali
rozdil v rychlosti eskalatoru a pasu? Eskalator je dlouhy d = 30 m a cestujici nepoznaji, pokud
se jim ruka v ramci celé jizdy pohne méné nez o Ax = 5cm.

Karel se inspiroval Dodovym modelem, ktery vyvrdtil touto ilohou.

Rychlost eskal4toru je v = 1,11 m-s~!. Schody tak &lovék vyjede za t = d/v = 27s. Takze rozdil
rychlosti schodfi od rychlosti pasu musf byt max Av = Az/t = Az -v/d = 0,0018 m-s~ ! =

= 0,0066km-h~!. Rychlost pasu se od rychlosti schodt smi ligit jenom o 0,17 %. Je zajimavé,
ze tento vysledek viilbec nezavisi na rychlosti v. Zajimadme se totiz jenom o relativni rychlost.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha FoL.2 ... dlouhy den 3 body
Jakou rychlosti v uzlech by se musela pohybovat lod plovouci po rovniku, aby na ni jeden den
trval 25 hodin? 24hodinovy den je Matéjovi prilis kratky.

Zemé se otod{ jednou za 24 hodin. Za 25 pozemskych dni (tj ¢ = 25-24h) tedy pasazéfi na lodi
zaziji pouze 24 lodnich dni (tj ¢ = 24 - 25h). To odpovid4 pfesné jednomu objeti Zemé kolem
dokola. Oznaéime-li R polomér Zemé, rychlost lodi tedy je v = 2nR/t = 18,5m -s~ ' = 36 kt.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.3 ... dvé trubice 3 body

Ve vodorovném potrubi o priméru d = 10 cm proudi bez treni
voda. K potrubi jsou svrchu svisle pripojeny dvé trubicky. Jed-
na je ustim obracena proti proudu, takze se v ni voda zastavi.
Druhé trubice je pouze napojena na sténu potrubi dstim rov- hi ha
nobézné s proudem. V prvni trubici vystoupala voda do vysky
h1 = 30,0cm, zatimco ve druhé trubici vystoupala voda pouze
do vysky ho = 25,0 cm. Jakou rychlosti proudi voda v potrubi?

Jindra v letnim obdobi sucha blouznil o vodé.

P1i feseni vyjdeme z Bernoulliho rovnice. Veliciny tykajici se prvni trubice zna¢ime dolnim
indexem 1 a velic¢iny tykajici se druhé trubice znacime dolnim indexem 2.

1 4 1 4
p1+59v1 :p2+§gv2.

Pritom vsak v1 = 0 a vz je rychlost proudéni v potrubi. Velikosti tlaka p; a p2 urcuji, do
jaké vysky vystoupd hladina v trubickach.
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1
oghi = oghs + 59115

V2 = \/29(}12 — h1)

v = 0,99 m-s~!
Rychlost proudéni v trubici je 0,99 m-s~*.
Na stejném principu pracuje Pitotova trubice pouzivand k méreni rychlosti letadel.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha FoL.4 ... ztracené teplo 3 body

V kalorimetru se nachdzi 0,50kg vody o teploté t1 = 20 °C. Prilejeme do kalorimetru 0,50 kg
vody o teploté to = 80°C. Po vyrovndni teplot ma voda v kalorimetru teplotu t3 = 45 °C.
Urcete tepelnou kapacitu kalorimetru. Kalorimetr nevymeénuje teplo s okolim.

Jindra se divil, kam se ztrdci teplo z ldtek v kalorimetru.

Horkéa voda prilitd do kalorimetru predd teplo jednak na ohiati studené vody a jednak na
ohf4ti kalorimetru. Mérna tepelné kapacita vody je ¢ = 4180 J-kg™!.K~! a ptredpokladejme, 7e
se s teplotou neméni (mezi 20 °C a 80 °C se méni az tfet{ platnd ¢islice). Oznaéme C' tepelnou
kapacitu kalorimetru. Pak plati

sz(tg — t3) = le(t'g, — tl) + C(tg — t1) s

C:cm2t2_ 3 —cma,
t3 — 11
C=836JK .
Tepelna kapacita kalorimetru je 836 J-K~1.
Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
Uloha FoL.5 ... stovka 3 body

Jindru by zajimalo, jaké teplo musi dodat kostce ledu o hmotnosti 1,0kg a teploté 0,0 °C, aby
ji pri atmosférickém tlaku preménil na pdru o teploté 100,0 °C. Uvazujte, ze mérnd tepelnd
kapacita vody se s teplotou neménf a je rovna 1kcal-kg™'-K~'. Dalsi potiebné konstanty si
vyhledejte. Jindra si objednal v restauraci vareny led.

Teplo se spotfebuje na skupenskou pfeménu ledu na vodu, na ohfat{ vody z 0,0 °C na 100,0 °C
a na skupenskou pfeménu vody na paru, plati tedy rovnice

Q =lym + cmAt + lym.
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Skupenské teplo tani vody je 3,337 -10% J-kg ! a skupenské teplo varu je 2,256 - 10° J-kg~?.
Kilokalorie (kcal) je stard jednotka pro méfeni tepla (energie) a plati 1kcal = 4184 J. Teplo,
které musime ledu dodat, vychazi @ = 3,01 - 10° kJ.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha FoL.6 ... lukostfelec 4 body

Lukostrelec strili z jednoho mista na vodorovné roviné. Dva Sipy
se mu podarilo zabodnout témér do stejného bodu na zemi pod
riznymi dhly. (Smér sipu je pocas letu stejny jako smér jeho
rychlosti a pri zabodnut{ se nezméni.) Jeden ze Sipu svird se zem{
thel o = 25,00°. Jaky tihel svird druhy sip, jestlize oba dva natdhl
prIi vystrelu stejnou silou? Matej strilel lukem. Q

7Zda se, ze mame zadano prilis malo parametriu. Nezndme rychlost vystielu ani vzdédlenost
lukostrelce od mista dopadu. Ukaze se vsak, ze to nebudeme potiebovat.

Trajektorii §iptt muzeme Tesit retrospektivné, tedy Ze oba sipy byly vystreleny z mista do-
padu obecnou rychlosti v. Prvni sip byl vystielen pod ihlem a vudi zemi. Ze vztahu pro Sikmy
vrh vyplyva, ze dopadne za cas

= 2usin

9

)

pricemz dopadne do vodorovné vzdalenosti

2
(2
$1 = cosaut = — sinwcos .
g

Oznacime-li ihel dopadu druhého sipu 3, dopadne tento sip analogicky do vzdalenosti

2 2
So = Lsinﬁcosﬁ.
g

Jelikoz je lucistnik vystielil ze stejného mista, musi byt tyto vzdédlenosti rovny

S1 = S2,
v? 207
—sinacosa = — sinBcos 3,
g g
sinacosa = sin B cos 3,
sin 2a = sin 23,

posledni rovnice mé teSeni i pro 8 # «, protoze sinus neni prostd funkce. Vzhledem k povaze
lukostfelby hleddme feSeni v intervalu (0°,90°). Upravou dostaneme

cos (2a — 90°) = cos (90° — 203) ,
2a — 90° = 90° — 283,

g1

5 (180° — 2a) = 90° — v = 65,00 .
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Vidime, Ze oba sméry dopadu obou §ipi jsou symetrické vzhledem k thlu 45°. Je zajimavé, ze
vysledek nezélezi na tithovém zrychleni g, a proto bychom stejny vysledek dostali, i kdyby se
lukostielec nachézel na jiné planeté.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.7 ... zvlaStni zatméni 4 body
Uplné zatméni Slunce miize na zemském povrchu trvat nejdéle t = 449s, pficems mé pds

zatméni (stin Slunce) délku d = 267km. Urdete maximdlni dobu trvdni iplného zatméni pro
pasazéra letadla leticiho rychlosti v = 903 km/h. Vysku letadla nad povrchem zanedbejte.
Dodo sni o cesté do Argentiny.

Z diéky tiena a doby zatmenia ur¢ime rychlost pohybu tiefia po povrchu ako w = d/t. Dobu
trvania zatmenia T pre pasaziera lietadla potom ziskame ako
d d 1

uU—v d— vt 1—%’s s

Zatmenie bude pasazier vidiet takmer 13 mintt.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha FoL.8 ... neuvaZujte kauzalitu 4 body

Alzbéta méla s Johannem dceru Sarlotu. Sarloté se vSak stala neobvykld véc. Cestovala zpét
¢asem do minulosti, kde vyrostla a vzala si za muze Petra. S Petrem pak méla dceru Alzbétu, coz
je zéroveri i jeji matka. Vznikl tak éasovy paradox, kde existence Sarloty je zptisobena existenci
Alzbéty a naopak, bez toho, aniz by jejich existence nékdy méla pocatek. Predpokladejte, ze
kazdé dité zdédi presné polovinu genetické informace po svém otci a polovinu po matce. Kolik
procent Alzbétiny genetické informace pochdzi pivodné od Petrovy? Johann neni s Petrem
geneticky pribuzny.

Matéj se dival na seridl, jehoZ jméno vam nepovim, jinak by to byl spoiler.

Genetickou informaci kazdého ¢lena rodiny ozna¢me pocatecnim pismenem jeho jména. V sou-
ladu s predpokladem v zadani muzeme psat

11
A=-P+=S
2t T
1.1
= J+ A
S=3J7+54,

cozZ je soustava rovnic se Ctyfmi nezndmymi. Vyjddiime z ni A
1 2
A==-J+=P.
3 + 3
Alzbéta tedy nese 66,7 % Petrovy genetické informace.

V této tloze jsme ignorovali, ze fyzikdlné viibec nedéva smysl, protoze vSechny dosavadni
poznatky ukazuji na to, ze cestovani dozadu v Case je samoziejmé nemozné.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
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Uloha FoL.9 ... RLC sranda 4 body

Uvazujme obvod na obrazku skladajici se z idedlni civky o in- R

dukcnosti L = 10,0 mH, kondenzdtoru o kapacité C = 4,70 uF, —
rezistoru o odporu R = 1,00k$2 a idealniho zdroje stejnosmeérné-
ho napéti U = 230V. Uréete ¢inny vykon na rezistoru R v ustd- +_1 C=_ I
leném stavu. V Ceské republice mé sitové napéti frekvenci f = U
=50Hz. Dodo chce byt zdkerny.

Zdroj je jednosmerny, teda cievka sa po ustaleni obvodu bude spravat ako vodic¢ a kondenzator
ako ,diera“ v obvode. Ostane ndm iba rezistor pripojeny na zdroj. Vykon na rezistore uréime
ako

U2

¢o je priblizne vykon standardnej ziarovky.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha FoL.10 ... nefér zavod 4 body

Martin s Ivanem si dali zavod na druhou stranu kopce. Oba ubéhli stejnou horizontalni vzda-
lenost x = 60 m. Ivan ovsem bézel pres kopec, ktery lze popsat jako c¢ast kruznice s polomérem
r = 50m. Martin bézel skrz kopec chodbou, jejiz podlaha je tvorena naklonénou rovinou svira-
Jjici s vodorovnym smérem thel o« = 14 °. O kolik procent musela byt Ivanova primérnd rychlost
vyssi nez Martinova, jestlize oba bézci dorazili soucasné na konec chodby na druhé strané kop-
ce? Martinovi se nechtélo vybihat kopec.

Tunel samotny tvori tétivu oblouku kopce. Je-li I délka tunelu, pak pro stfedovy thel ¢ mezi
pocéatecnim a koncovym bodem tunelu musi platit

m(2) =L
s (2) o
Délka odpovidajiciho kruhového oblouku s je pak
' ( l )
s =1y =2rarcsin ( — ) .
2r

Pricemz délka tunelu je
T

cosa

Pomeér rychlosti obou bézcu pak je

V1 s 2r cos «

= - = ——— arcsin (
T

gy
VM l 2rcosa)

Pro zadané hodnoty je vr/vam =~ 1,078.
Ivanova primérnd rychlost tedy musi byt vyssi o priblizné 7,8 %.

Martin Vanék
martin@fykos.cz
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Uloha FoL.11 ... Humber Bridge 3 body

Humber Bridge, ktery vede pres feku Humber v Anglii, patii k nejvétsim visutym mostim
na svété. Tvori jej dvé 155,5m vysoké véze (méreno od hladiny feky), jejichZ paty jsou od
sebe vzddleny 1410m (euklidovskd vzddlenost, nikoliv vzdalenost po povrchu). Mezi vézemi
jsou napnuta lana drzici cestu. Prestoze jsou obé véze vertikalni, jejich vrcholy jsou od sebe
vzddleny vice, nez jejich paty. O kolik se tyto (euklidovské) vzdélenosti 1isi?

Matej sledoval Toma Scotta.

Zdanlivy spor v zaddni mé na svédomi zakfiveni Zemé, diky kterému nejsou vertikalni véze
na riznych mistech rovnobézné. Predstavme si rovnoramenny trojihelnik, jehoz vrcholy tvoii
paty vézi a stred Zemé. Délky jeho stran jsou s = 1410m, R = 6378 km a R. Druhy trojihelnik
bude tvofen vrcholy v&zi a stiedem Zemé. Délky jeho stran jsou s, R+ h a R+ h, kde s’ je
vzdélenost vrchola a h je vyska vézi. Oba tyto trojihelniky jsou si zfejmé podobné a snadno
dopocitame

s —s= % =344cm.
Vrcholy vézi jsou tedy o vice nez 3 cm vzdalenéjsi nez jejich paty. Kdybchom misto absolutnich
vzdéalenosti uvazovali vzddlenosti mérené po sfére, dosli bychom z podobnosti kruhovych vyseéi
ke stejnému vysledku.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.12 ... skafeme 4 body

Jaké tihlové rychlosti musi pri skoku dosahnout krasobruslar pokousejici se skocit ¢tverny axel,

pokud pri skoku dosdhne vysky h = 1m nad ledovou plochou? Axel je skok s doprednym

odrazem z vnéjsi hrany brusle levé nohy a pristinim na vnéjsi hranu pravé nohy couvajic.
Dodo sleduje Grand Priz of Figure Skating.

Pri skoku do vysky h stréavi krasokorculiar vo vzduchu ¢as t uréeny z rovnice pre pohyb s kon-
Stantnym zrychlenim
t 2
h=1/2g (=
/2 (2) ’

z ¢oho vyjadrenim ¢asu mame
8h
t=4/—.
g
Pocas stvoritého axlu musi korculiar vykonat Styri a pol obratu, teda celkovo sa otocif o uhol ¢ =
= 9. Na to je potrebna uhlova rychlost

—fz iz -1
w = n 9m/8h 31,3s .

Tento skok sa k 27.11.2019 nikomu nepodarilo na stfazi predviest, jediny pokus je pripisany
ruskému korculiarovi Arturovi Dmitrievovi na Rostelecom-cupe.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
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Uloha FoL.13 ... spider-spider 4 body

Pavoucek Péta je dlouhy 2 cm, umi tkat viakna riznych tlousték, avsak musi tkat vlikno o po-
lomeéru alespon 50,0 nm, aby ho bylo schopno udrzet. Jaky polomér by jeho vlakno muselo mit,
aby se na né mohl véset, i kdyby byl pavoucek velky jako lidska bytost. Uvazujte, ze by byl
dlouhy 2m, pricemz vsechny jeho ostatni rozméry by se také imérné zvétsily, ale jeho hustota
ziistala zachovana. Tomds se ucil matiku.

Je ziejmé, Ze pavoukova hmotnost roste se tfeti mocninou jeho rozméru (pfi zachovini husto-
ty). P¥i n-ndsobném zvétseni se tedy zvysi sila, kterou zavéseny pavouk lano napiné, n3-krat.
V nasem pripadé n = 100. Nosnost lana, resp. vldkna je vSak pfimo imérna jeho prurezu, to
znamena, ze roste se druhou mocninou jeho poloméru. Oznac¢ime-li m jako pomér pozadovaného
poloméru vldkna a pocdtecniho poloméru (pred zvétsenim), dostaneme
2 3

m°-=n",
m

3
2

= 1000.

=N

Velky pavouk tedy potiebuje tkat vldkna o poloméru alespon 50 um. Kdyz to porovname s kla-
sicky pouzivanymi lany pro jisténi lidi, jejichz priumér se pohybuje v faddech centimetri, mizeme
opravdu docenit, jak neskutecné pevnd vldkna dokazi pavouci vytvaret.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.14 ... je kolonizovatelna? 4 body

Planeta podobnd Zemi ma hmotnost M = 7,166 - 10%* kg, co# je o trochu vic nez Zemé. Shodou
okolnosti je na této planeté prvni i druhda kosmickd rychlost stejna jako na Zemi. Jaké je
gravitacni zrychleni na jejim povrchu? Matéj se uz tési na kolonizaci.

Vsimnéme si, ze prvni i druhd kosmicka rychlost pro danou planetu zavisi pouze na poméru jeji
hmotnosti a poloméru. Pro hmotnost planety plati M = 1,20Myz, kde Mz je hmotnost Zemé.
Pro polomér tedy bude platit analogicky R = 1,20Rz (aby platilo M/R = Mz/Rz). Ze vztahu
pro vypocet tihového zrychleni vidime, zZe jej lze snadno vyjadrit jako nasobek pozemniho
gravitacniho zrychleni gz

g GM _ 12GMz _ 1

R® ~ (122R;  12”

=0,8339,,

kde G je gravitacni konstanta. Ackoliv je planeta hmotnéjsi, je zde pouze 83 % tihového zrychleni
Zemé.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.15 ... Danovi shofela vézicka. 5 bodil

Jachymovi se v Minecraftu rozlila lava. Zjednodusme svét na 2D krychlovou sit s délkami hran
1m. Lavu miizeme modelovat takto:
1. v centrdlnim krychli ma vysku hladiny 1m,
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2. v jakémkoli bloku, ze kterého se nejde dostat do centralniho pres méné nez tri jiné krychle
(prechdzime-li pouze pres stény), mé vysku hladiny 0,
3. vyska hladiny v ostatnich blocich je aritmetickym prumérem vysky hladin vSech soused-
nich blokii (opét, bloky sousedi pouze pres stény).
Jaky je celkovy objem rozlité lavy? Jachym vylil ldvu na Danovu vézicku v Minecraftu.

Na obrazku ﬂ muzeme vidét nakres ¢asti situace. Jak vidime, problém ma nékolik os symet-
rie, coz ndm velmi usnadnuje praci. Celkem nam staci zjistit vysky hladiny v péti ctvercich,
oznacenych a az e. Dostdvame linedrni rovnice

da=14+2d+0b,
4b=a+ 2e +c,
4c=0b,
4d = 2a + 2e,
de=d+b.
Jejich fesenim je
)
"~ 208°
3
- 208’
o9
© 208’
_ 56
"~ 208
B
208"

Pro vysledny objem plati V = (1 4 4a + 4b + 4c + 4d 4 8e)m® = z m?® = 5,54m?.

Obr. 1: Nékres ¢asti 1avy.

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
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Uloha FoL.16 ... stovka reloaded 4 body

Jindru by zajimalo, jak velké chyby se dopustil v tiloze ,stovka‘ Tepelna kapacita vody se méni
s teplotou. Jindra nasel v tabulkdch empiricky vztah ceoqa = 3,1832-1075¢* —7,7922- 10744 +
+7,5387-1072¢% —2,9190t 44,2158 - 103, kde teplotu t dosazujeme v °C a mérnd tepelnd kapacita
vychdzi v J kg™ 1-K~1. O kolik procent se lisi hodnota tepla potiebného k ohi'ti kapalné vody
o hmotnosti m = 1,00kg z 0,00 °C na 100,00 °C, pokud pocitame s konstantni mérnou tepelnou
kapacitou ¢ = 4184,0 J kg™ K™, od hodnoty spocitané s pomoci naseho empirického vztahu?
Znaménko je diilezité (tzn. pokud je hodnota pro konstantni kapacitu mensi, oéekdvdme zdporny
vysledek). Jindra misto vareného ledu dostal pdru.

Uloha je celkem piimocaré, jen je otravné spoéitat integral. Pro konstantni mérnou tepelnou
kapacitu vyjde

Q1 = cmAt
Q1 =4,1840-10° J.

P1i pocitani s proménlivou tepelnou kapacitou vyjde

100
Q2 = m/ c(t)dt
0

3,1832.107° 5 T,7922-107% 4 75387 5 29190
5 4 3 2
Q2 =4,1900 - 10° J.

100

Q2=m

4% +4,2158 - 1034
0

Procentudlni rozdil je

Q1 — Q2
0Q = ——7=
Q 0
6Q =—-0,14%-
Hodnota 6Q = —0,14 % je mal4, pouziti aproximace v tloze ,stovka“ tedy bylo v porddku.
Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
Uloha FoL.17 ... liny elektron 4 body

Uvazujte Bohriiv model atomu vodiku, tedy kladné nabité jadro nabojem e = 1,6-107'° C, okolo
kterého obihd opacné nabity elektron o mnohem mensi hmotnosti m. = 9,1 - 103! kg. Jaky by
musel byt polomér atomu vodiku, aby jeden obéh elektronu trval jeden den? Nepozastavujte
se pritom nad faktem, Ze ve skutecnosti by se vodik v takovém stavu nemohl nachédzet (a nebo
mohl. .. ?). Odpovéd uvedte v kilometrech. Matéj porovndval atom vodiku se zemekouli.

V Bohrové modelu lze vyjit z klasickych vztahti pro odstfedivou silu a Columbova zakona

1 62 2
— = mewr
4meg 72 ’

5 e2 1,/ e2T?
) R ——— = =36k
" dneow?me  2m \ 2e0me 3600m = 3,6 km,
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kde T' = %“ =1d =86400s je doba obéhu, €¢ je permitivita vakua a r je polomér atomu.

Pozn. 1: Uvazovali jsme, ze jadro atomu je statické. Spravné bychom ale méli uvazovat
i pohyb jadra okolo stiedu (tézisté) atomu. Do Columbova vztahu pro silu by pak bylo tieba
dosadit vzdalenost elektronu od jadra a nikoliv od stfedu

;_ Me+ M
=T
kde M je hmotnost jadra. Vzhledem k tomu, Ze jddro m& o vice nez tfi fady vyssi hmot-
nost, ovlivnilo by to vysledek o méné nez 1% (korigujici faktor by se ve vysledku vyskytoval
s mocninou 2).

Pozn. 2: TiSe jsme zamlceli Bohrovu kvantovaci podminku L = nh (L je celkovy moment
hybnosti, /i je redukovand Planckova konstanta a n je prirozené ¢islo). Tato podminka vSak
kvantuje hlavné velmi malé poloméry (malé momenty hybnosti). Se zvySujicim se polomérem
roste moment hybnosti L = mewr? = r? a pro tak extrémni pripady, jako v této tloze,
dostavame milion-nésobky h, pro které lze n povazovat za spojité.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.18 ... naboj v krabidce 4 body

Zlobivy naboj unikl z mysleného valecku, a tak jej Jindra zavriel do krabicky. Krabicka ma
rozmeéry 8,00 x 8,00 x 4,00 cm. Jindra naboj prilepil do stredu ¢tvercové podstavy. Naboj ma

velikost Q = 1,00 - 107 C. Zajim4 nds tok elektrické intenzity protéjsi étvercovou podstavou.
Avsak ndboje nemaji rddy Jindru.

Predstavme si, ze ke spodni podstavé s nibojem prilepime stejnou krabicku. Dvé slepené krabic-
ky nyni tvoii krychli s délkou hrany 8 cm. Kazdou sténou prochdzi 1/6 celkového toku elektrické
intenzity, ktery dostaneme z Gaussova zdkona elektrostatiky

wcelk:fsdszg
s €o
Tok ¢tvercovou podstavou naproti prilepenému néboji je tudiz
1 1Q
Ppodst = 680celk - 6 €0 ’

Opodst = 1,88 -10* Vom .

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha FoL.19 ... Sroubovice 4 body

Pozitron se pohybuje ve vzdalenosti R = 10 cm od dratu, kterym tece proud I = 2,5A. V dui-
sledku magnetického pole, které vznika okolo dratu, pozitron kromé rovnobézného pohybu také
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obihd okolo dratu. Slozka rychlosti pozitronu ve sméru proudu je v = 1,5m-s~ ! a radidlni sloz-
ka je nulova. Jestlize je pohyb stabilni, urcete periodu obéhu pozitronu okolo dratu. Vysledek
udavejte v milisekundach.

Uvazujte kostanty e = 1,6-107'° C, po = 4n-107" N-A72, me = 9,1-10"3 kg, Uz se to toci.

Dostrediva sila pusobici na pozitron je Lorentzova sila
F=—eix B ,
F = evB(R),

kde B(R) je velikost magnetického pole ve vzddlenosti R od dritu. Ta je ddna Ampérovym
zdkonem

po I
B(R
(B)=5_%-
Dostrediva sila udéva thlovou rychlost pohybu w
F = merR7

kde perioda obéhu T splnuje

Tim padem

me meR 2nme R
/ —on, [28Te Y / ~ 1,7
evB(r evuOI e s

Stépdn Marek
stepan.marek@fykos.cz

Uloha FoL.20 ... naboj ve valeku 6 bodu

Jindrovi se podafilo v myslenkovém pokusu chytit elektricky ndboj Q = 1,00-107% C do mysle-
ného valecku, ktery s nabojem nijak neinteraguje. Naboj se vznasi nehnuté uprostred valecku.
Valecek ma polomér r = 4,00cm a vysku v = 6,00cm. Urcete tok elektrické intenzity horni
podstavou. Jindra md rdd ndboje.

goz/E-dS.
s

Gaussuv zakon elektrostatiky rikd, ze tok elektrické intenzity uzavienou plochou je primo
tmérny naboji uvniti plochy.
Y= 7{ E-dS = @
s €o

Pokud si predstavime kouli opsanou nasemu vélci, pak je zfejmé, ze tok elektrické intenzity
horni podstavou véalce bude rovny toku elektrické intenzity kulovym vrchlikem nad podstavou.

Tok elektrické intenzity se spocita jako

12
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Zaroven vektory elektrické intenzity mifi v§ude kolmo na povrch koule a maji stejnou velikost.
Povrch kulového vrchliku je
Svrch - QTEth

kde h je vyska vrchliku a R polomér koule, v nasem pfipadé R = 4/r2 + (v/2)2 = 5,00 cm
ah=R—v/2 = 2,00cm. Pomér toku elektrické intenzity vrchlikem ku toku elektrické intenzity
celym povrchem koule je stejny jako pomér ploch, tedy

Pvrch _ Pvrch _ Svrch _ h

Pkoule % Skoule 2R ’
hQ

2R €o ’

Pvrch = 2,26 . 104 V-m.

Pvrch =

Tok elektrické intenzity horni postavou valecku je @yvrch = 2,26 - 10* V-m.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha FoL.21 ... africké Slunce 4 body

Miso se vydal na dalsi vlakové dobrodruzstvi, chce vlakem projet Afriku. Uprostred zari pred
Nairobi sedél po sméru jizdy a uvidél v okné napravo odraz pravé vychazejiciho Slunce. Vlak
se v tom case pohyboval presné na jih. Za 10 minut se vlak pohyboval smérem na JJZ. Urcete,
o jaky thel (ve stupnich) se z MiSova pohledu odraz Slunce vii¢i vagénu odchylil od pivodni
polohy. Dodo se vracel vlakem pres noc.

Vlak sa voci krajine otocil o uhol zovrety medzi juznym a juhojuhozdpadnym smerom, teda
o a = 225°. Za ten Cas sa ale Slnko s oblohou posunulo. Vzhladom na to, Ze sa nachiddzame
v blizkosti rovnika a blizko rovnodennosti, Slnko vychadza presne na vychode a stipa kolmo
na horizont rychlostou priblizne w = 15 ° /h, ¢ize za 10 min vystipa o 8 = 2,5°. Tieto dva uhly
st v navzajom kolmych smeroch. Ak pre zjednodusenie pouzijeme Pythagorovu vetu, celkovo
sa Slnko voci vagénu otocilo o uhol

v=1/B%+a%=22,64°.

Spravne by sa mala pouzif kosinusova veta pre sféricky trojuholnik, z ktorej by sme dostali
vysledok v = arccos (cosacos 8) = 22,63 °. Poslednym krokom rieSenia je uvedomit si, ako sa
tento uhol odrazi v zmene smeru, z ktorého Miso vidi odraz vo vlaku voci vagénu. Po kratkej
tuvahe dospejeme k zéaveru, ze je to o prave uhol ~.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha FoL.22 ... Red hot nickel... cable? 4 body

Primotop m4 topné vldkno z niklu s teplotnim soucinitelem odporu o = 0,0068 K~* a odporem
Ro = 80X pri pokojové teploté Ty = 293 K. Po zapnuti se vlikno do ruda rozzhavi na teplotu
T = 1100K diky prochédzejicimu proudu o velikosti I = 2 A. Jaky je celkovy povrch vldkna
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(v m?), budeme li predpoklidat, Ze vldkno teplo odevzdava pouze zaienim (chovad se jako Cerné
téleso)? Jirka uZ premysli o tom, jak se v zimé zahrdt.

Vykon rozzhaveného vldkna vypoéitdme jako P = RI?. Tento vykon bude stejny jako zafivy
tok vysilany vldknem ® = oT* . S. Stéle vsak nezndme odpor rozzhaveného vlikna. Ten lze
vypoéitat pomoci vzorce R = Ro(1+ aAt), kde za At dosadime T'— Tp. Dostavame tedy rovnici

oT*-S = Ro[l + (T — Tp)]I?,
ze které jednoduse vyjadiime pozadované

RO[]- + CM(T — To)}]Q
oT4 ’

S =

Nyni jiz staci pouze dosadit ¢iselné hodnoty

~ 80Q[1+0,0068K~" - (1100 K — 293K)] - (2A)?

=0,025m>.
567108 W -m—2-K—4- (1100 K)* reo

S

Vldkno tedy mé povrch 0,025 m?.
Jiri Blaha
jirka.b@fykos.cz

Uloha FoL.23 ... ve visu 5 bodl

Mezi dvéma zdmi ve vzdalenosti 2l napnéme horizontalné dvé stejné pruziny o tuhosti k =
=1,0,10°N-m ™! a délcel = 5,0 m, které spojime. Nésledné do spoje zavésime zdvazi o hmotnosti
m = 3,0kg. O jakou vzdélenost h klesne spoj pruzin pod tihou zavazi? Predpokladejte, ze h < [
ag=98lms 2

Zacing to byt napinavé.

Délka kazdé pruziny po napnuti je I’ = v/I2 + h2, a tedy prodlouzeni pruziny je

h? h? h?
Al—l’l—\/l2+h21—l< 1+J21>M(1+2z21>_2z'

Vertikalni slozka sily F),, kterou kazdé pruzina pusobi na zdvazi proti sméru tihové sily, je ddna

YT VBT R 22 1+h2”212 212 | T 92

=
Jelikoz jsou pruziny dvé, je celkova sila, ktera balancuje tihu zavazi Fy, dana
F, =2F,,

kh®
mg = 2

. 2
h={ %zo,lgm.

Stépén Marek
stepan.marek@fykos.cz
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Uloha FoL.24 ... psi¢ek 6 bodu

Predstavme si, ze se nachdzime na hypotetické planeté Caniculium obihajici bilého trpaslika
Siria B, ktery je slabsi slozkou dvojhvézdy Sirius. Tato planeta se nachdzi na obézné dréze,
z které je mozné pozorovat hybridni zatméni Siria A (pri hybridnim zatméni maji hvézdy stejnou
tihlovou velikost). Zjistéte podil osvétleni krajiny (vykonu dopadajiciho na povrch planety)
béhem zatméni v porovnani se stavem tésné pred jeho zacatkem. Efektivni povrchové teploty
techto hvezd jsou Ta = 9940 K, Tr = 25 000K. Dodo si mysli, Ze Mésic nesviti sam.

Hybridné zatmenie nastava v situdcii, ked maji oba telesd tcCastniace sa zatmenia rovnaky
uhlovy rozmer. Aby sa disky presne prekryli, musi pre polomery hviezd R4, Rp a vzdialenosti
planéty od hviezd ra, rp platit

Ra Rp

TA B

Ziarivy vykon hviezd uréime so Stephanovho-Boltzmannovho zédkona ako
L = 4nR*eT*.
Tento vykon je vyzarovany do celej sféry s polomerom r. Na 1 m? dopadne teda tok

2
L = R—GT4.

42 r?

Nés zaujima pomer tokov pre situdciu, ked nas osvetluje len Sirius B a ked nas osvetluju
obe hviezdy

2 —1
Ra

4
F Fay ™! w2oT4 1
T (T )
A+ FB B TBO.Tg 1_~_T72
"B B

Krajina by bola osvetlovand slabsim svetlom, na drovni w = 0,976 stavu pred zatmenim.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha FoL.25 ... emise z lihu 3 body

Méme V. = 1,00dm? kapalného ethanolu, ktery nechdme shoret v atmosféte s dostatkem kys-
liku, takze probihd dokonalé hofeni na oxid uhli¢ity (CO;). Jak velkou nddobu bychom po-
trebovali, abychom do ni mohli umistit pravé vSechen uvolnény oxid uhli¢ity o standardnim
atmosférickém tlaku a teploté 0°C? (Predpoklddejte, Ze ostatnich produkti se dokdzeme zba-
vit.) Karel uwvazZoval o experimentech.

Hustotu a molarni molekulovou hmotnost lihu oznaéime o = 789 kg-m ™3 a My, = 46,07 g-mol .
Potom pro latkové mnozstvi lihu plati

Veo

m

Ne =

=
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Molekula ethanolu obsahuje dva uhliky, tudiz latkové mnozstvi oxidu uhli¢itého bude dvojna-
sobné, n, = 2ne. Nyni uz jen latkové mnozstvi vynasobime moldrnim objemem plynu za danych
standardnich podminek V;, = 22,41 dm?3-mol™?! a dostaneme

_ 2VeoVm

V =noVm 7

= 0,768 m>.

Na zachyceni veskerého oxidu uhli¢itého vzniklého spdlenim jednoho litru lihu bychom potte-
bovali nddobu s objemem V = 0,768 m?.
Jdachym Badrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha FoL.26 ... skok do neznama 4 body

Velmi tenky valec o délce | = 32,7 cm je ve vertikalni poloze, pricemz jeho spodni podstava je ve
vysce deseti délek valce nad hladinou vody. Do jaké hloubky pod hladinou se dostane nejnizsi
bod vélce poté, co ho pustime? Kapalina ma trikrat vétsi hustotu nez vdlec. Odporové, treci
i povrchové sily zanedbejte. Jdchym v Minecraftu spadl do vody.

Zavedme svislou soufadnici mifici smérem dolu, pfi¢emz jeji pocatek je na hladiné vody. Oznac-
me n = 10, potom na valec ptsobi tihova sila Fy = mg a vztlakova sila

0, z € (—nl, 0)
F, =< —zSog, z€(0,1)
_ZSan T (l7 00)7

kde S je obsah prufezu vilce a ¢ je hustota vody. Vztlakova sila je zdpornd, protoze miti proti
sméru soufadnice x. Ozna¢me k = 3, potom je hustota vdlce rovna o/k a plati m = 1So/k.

Spodek vélce se ponoti do nezndmé hloubky h, nacez se zastavi. V tu chvili bude mit nulovou
kinetickou energii, takze jeho potencidlni energie bude stejnd jako na zacatku. To znamen4d, ze
celkova prace, kterou na valci béhem pohybu vykonaly tithova a vztlakova sila, bude nulova. To
miuzeme zapsat rovnici

h
/ (Fy+F,) dz=0.

nl

Tento integral si rozdélime na tTi, protoze vztlakova sila se chova rizné ve tfech rtznych inter-
valech. Rovnou si za ni dosadime a dostavame

0 1 h
/ mgd:r+/ (mg — xSog) dx+/ (mg —1Spg) de =0,
—nl 0 l

1 !
[mga]”,, + [mgw - 59:2599} |+ [mgz —1Segaly = 0.

Odtud si uz snadno vyjadiime
_ 1 2nm+1So

T2 1So—m
Nyni uz jen dosadime za m a muzeme pséat vysledek

l2n+k 23, .

h
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Vialec se ponori do hloubky 1,88 m. Diky vSem zjednoduSenim v zadani tilohy nezavisi vysledek
na obsahu ani tvaru podstavy.

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha FoL.27 ... kutalejici se kuzel 5 bodit

Po vodorovné podlozce se bez prokluzovani se zanedbatelnym valivym trenim kutdli kuzel
s polomeérem podstavy r = 10,0cm a vyskou h = 100,0cm vyrobeny z materialu o hustoté
0 = 1253kg-m~3. Uhlovd rychlost rotace kuzelu okolo osy kolmé na podlozku prochézejici jeho
vrcholem je w = 2,50rad-s™!. Urcete velikost sily, kterou piisobi kuzel na podlozku.

Dodovi se tocila hlava.

Tazisko kuzela koné rovnomerny pohyb po kruznici, preto celkova vyslednica sil posobiacich na
kuzel musi smerovat z taziska kolmo k osi otac¢ania. Ak vzdialenost taziska od osi oznaéime s,
pre dostredivi silu plati Fq = mw?s. Na kuzel posobi tiazova sila Fy, a tlakova sila podlozky F,
ktorda mé vo vodorovnom smere zlozku Fi; = —Fy a vo zvislom smere zlozku Fr = —F; = —mg.
Celkovo je jej velkost

9wth?
=/F? +F2 =my/wis? +¢g *fgrh 16(h2+r2)+92

kde sme vyuzili Pythagorovu vetu a fakt, ze tazisko kuzela deli tsecku vrchol-stred podstavy
v pomere 3:1.
Po dosadenti ¢iselnych hodnét ziskavame vysledok F' = 143 N.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha FoL.28 ... kladky 5 bodi

Urcete zrychleni spodni kladky i jeho smér (uvedte zdporné, pokud smé-
fuje smérem doli a kladné v opacném pripadé). Neuvazujte moment se-
trvacnosti kladek.

Matéjovi chtel vymyslet nekonecny systém kladek, ale nevychdzelo mu to.

Vyjdeme z faktu, Ze lano je ve vSech mistech napindno stejnou silou F.
Pro zrychleni prvni kladky zprava tedy dostédvame

F
ay = — —4g.
m
A pro spodni kladku mame
2F
as=—-—g.
m
Déle si staci rozmyslet, ze z nepruznosti provazku vyplyva a1 = —2as.
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Resenim téchto ti{ rovnic dostdvime
a1 = _2/59,

as =1/5g =1,96m-=s">.
Zrychlenf spodni kladky je a2 = 1/5g = 1,96 m-s™ 2.
Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.29 ... maly moment 5 bodt

Tenka homogenni ty¢ je pripevnéna k ose otaceni, jez prochazi stredem
tyce. Ty¢ je odklonéna o tihel o = 45° od osy. Ty¢ vazi m = 40g, m4
< _ . . . _ -1 ;-
délkul = 30cm a zjotUJe s ’uhlox:ou I:ychlosn w = 25 rad-g . Jaka je K)w

velikost momentu sily, kterym ptisobi ty¢ na bod uchyceni?
Jindrovi neprosla iloha s tenzorem setrvacnosti, tak vymyslel tohle!

V rotujici soustavé spojené s ty¢i pusobi na ty¢ odstrediva sila, jez se (0]
snazi odtlacit hmotu tyce co nejdél od osy otaceni. Pokud by tyc¢ byla
kolmé na osu otaceni, odstredivé sily pusobici na kazdé rameno by
lezely na pfimce a jejich moment by byl nulovy. Takto se ale nevyrusi.

Oznac¢me délkovou hustotu tyce 7. Odstrediva sila pusobici na ele-
ment tyce bude

2 2 .
dF, = dmw’r, = Tw’ssinads .

Celkovy moment sily spocitdme tak, Ze zintegrujeme momenty infinitezimalnich odstredi-
vych sil pres celou délku tyce.

2 . 2
dM, = rydF, = scosadF, = Tw” sinacos as”ds
/2 1/2
2 . 2 2 . 3
M, = 1w smacosa/ s°ds = Tw smozcosa[fs}

—1/2 —l/2

1 2,2 .
M, = 24mw [” sin 2«
M, =0,09375 N-m .

Moment sily ptisobici na bod zdvésu ma velikost 0,09375 N-m.

Vektor momentu sily miii kolmo na rovinu tvofenou ty¢i a osou. Obecné plati, ze vektor
momentu hybnosti a vektor thlové rychlosti nemuseji byt rovnobézné. V tomto ptipadé rotuje
vektor momentu hybnosti okolo osy. Aby se ty¢ neotocila do polohy kolmo na osu, musi na ni
zavés pusobit stejnym momentem opac¢ného sméru. Pravé tento moment sily zpusobuje rotaci

. L. - _ dL

momentu hybnosti podle druhé impulzové véty M = 57.
Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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Uloha FoL.30 ... asteroid s impaktnim parametrem 5 bodu

Maéme asteroid, ktery md ve velké vzddlenosti (muzeme ji povaZzovat za nekonecnou) od Slunce
rychlost v = 3,9km-s™*. Asteroid se blizi po takové trajektorii, Ze pokud by letél z ptivodni
(nekonecné) vzdalenosti a Slunce by na néj nepusobilo gravitacni silou, pak by se nejblize
priblizil na 1au. Na jakou nejblizsi vzdélenost se priblizi, kdyz na néj Slunce piisobi gravitacni
silou? Karel se zamyslel nad mimozemstany, co posilaji sondy po vesmiru.

V pripadé bez gravitace bude rychlost celou dobu konstantni, oznacme ji v;. Nejblizsi vzdéalenost
asteroidu a Slunce oznac¢me r1. Potom moment hybnosti asteroidu bude L1 = mrivi, kde m je
hmotnost asteroidu.

Ve druhém pripadé opét ozna¢me vzdalenost a rychlost v bodé nejblize Slunci r2 a vs.
Moment hybnosti potom spocitdme jako Lo = mravs. Pro feSeni tlohy je zasadni fakt, ze
moment hybnosti bude po celou dobu pohybu konstantni. Jelikoz pocatecni stav je pro oba
pripady stejny, bude zaroven platit L1 = Lo.

Téleso mé ve vzdalenosti 72 od Slunce s hmotnosti M = 1,99 - 100 kg potencidlni energii

GMm

E, =
P
T2 ’

kde jsme jako nulovou hladinu zvolili nekoneéno. Celkovd mechanickd energie asteroidu se za-

chovava, takze plati

1 2 1 2 GMm
—muv; = —Mvy — .
2 2 T2

Dosazenim z rovnosti momentu setrvacnosti dostavame kvadratickou rovnici

2 2 2 2
V1To + 2GMT2 — v = O,

jejimz feSenim je

—GM + \/G2M? + r2v}

T2 =
2
Vi

Fyzikalni smysl ma ziejmé kofen s +, takze mame vysledek

_ —GM +/G>M? + riv}

ry = =1,3-10°km.
Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
Uloha FoL.31 ... vada koule 5 bodu

Astronom chce vyfotografovat hvézdu pomoci Newtonova dalekohledu. Priméarni zrcadlo dale-
kohledu je kulové (ne parabolické) o poloméru krivosti R = 1,00m a pricném priméru d =
= 10,0 cm. Astronom umistil do ohniskové roviny ve vzdélenosti R/2 od zrcadla CCD ¢ip. Jaky
polomér bude mit obraz hveézdy zobrazeny na cCip? Hvézdu povazujte za bodovy zdroj svétla.
Jindra premyslel nad nedokonalostmi svéta. . .

Na kulovém zrcadle se projevuje tzv. kulovad vada - paprsky odrazené od okraje zrcadla se
protnou jinde nez paprsky odrazené blize k optické ose. Vysledny obraz tak bude neostry.
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Stéle vSak plati zdkon odrazu, takze muzeme efekt spocitat. Paprsek prilétajici rovnobézné
s optickou osou v kolmé vzdalenosti = od osy svird s normélou plosky, na které se odrazi,
uhel a@ = arcsin (z/R). Odrazeny paprsek pak protne optickou osu, s niz svird uhel 2a ve
vzdalenosti s = R/(2 cos «) od stfedu kiivosti. Vzdéalenost mezi bodem, kde se protnou paprsky
prochézejici velice blizko optické osy, a bodem, kde se protnou paprsky odrazené od okraje
zrcadla, je

As = E ( ! — 1) ,
2 \CoS am
kde am = arcsin (d/(2R)), ¢iselné am = 2,87° a As = 6,26 - 10~* m. Odrazené paprsky
vytvori na CCD ¢ipu kolecko o poloméru

0= Astg (2am) .

Ciselny vysledek je o = 62,9 um.
Kulovou vadu fesi parabolické zrcadlo. Na druhou stranu, vybrousit kulovou plochu je jed-
nodussi a levnéjsi. Proto se jen zrcadla s vétsim primeérem brousi jako parabolicka.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha FoL.32 ... kvantovy Kepler 5 bodl

Jak jisté vite, 3. Keplertiv zakon dava do souvislosti velkou poloosu s obéznou dobou vesmirnych
téles a® /T2 = konst. Tento vztah se da odvodit i z povahy gravitacniho pole. Elektrické pole
je také neprimo umeérné kvadratu vzdalenosti, takze situace je analogicka gravitacnimu poli.
Odvodete, jak by vypadal 3. Keplertiv zakon pro soustavu protonu s elektronem, kdyby se chovaly
podle zakont klasické fyziky. Jaky by byl pomeér treti mocniny velké poloosy ku druhé mocniné
periody?

Jindra premyslel nad vysvétlenim atomovych orbitald vodiku pomoci vloZenych platonskijch téles.

je od elektronu vzdaleno

m
Te = P
Mmp + Me
Navzajem se pritahuji silou
1 €
4dnep a

Pritazliva elektrickd sila ptsobi zaroven jako dostrediva sila zakfivujici drahy elektronu
a protonu.

1 & 2 4> my,
=MW Te = Me7g ———— 0
T2 mp + me

4TE€0 ?
3 2
a® _ e*(mp 4 me)

T2 16n3eomemy
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Jelikoz vysledek chceme znét s presnosti na 6 platnﬁ'ch cifer, musime dosadit do vztahu
konstanty také minimélné s presnosti na 6 platnych cifer*

e=1,602176634-10""° C
me = 9,1093837015(28) - 10> kg
mp = 1,67262192369(51) - 10~ *" kg
T = 3,141 592 654
€0 = 8,8541878128(13) - 10" "* F-m
Po dosazeni do vztahu (m) vyjde

a® 3 -2
T2 = 6,418 74m”-s™ .

Pro atom vodiku vychdzi pomér a®/T? = 6,418 74m3-s~2. Jen pro srovnani, pro soustavu
Zems a Slunce vychézi a®/T? = 3,36 - 10*¥ m®.s72.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha FoL.33 ... napinavy strom 6 bodu

Jachym pokdcel strom, ktery miiZzeme aproximovat tenkym homogennim vilcem o délce | =
= 30,0 m. Strom je jesté c¢astecné spojeny s parezem, takze jeho vrchol béhem padu opisuje
¢ast kruznice. V jaké vzdalenosti od parezu piisobi ve stromu nulové podélné napéti ve chvili,
kdy je thel mezi padajicim stromem a zemi o = 47°? Vzdalenost méfime podél délky stromu.
Spojeni stromu s parezem nezpusobuje Zadné ztraty energie. Jachym (se) kdcel.
Oznaéme vzdélenost pafezu a hledaného bodu z. Koncovy tsek stromu o délce (I — z) a hmot-
sila Fy = myg, jejiz primét na strom je Fy, = Fysina. Aby se stale pohyboval po kruznici,
musi na néj pusobit dostiediva sila Fy = mwaT, kde w je thlova rychlost otaceni stromu. Ve
vzdélenosti x bude pusobit nulové podélné napéti tehdy, kdyz se vyrovnaji vSechny sily pusobici
na konec stromu v dostfedivém sméru. Neboli v tu chvili, kdy bude platit Fy, = Fy.

Velikost 1ihlové rychlosti uré¢ime snadno z rovnosti rotac¢ni energie stromu a tbytku jeho
potencialni energie

1
§Jw2 =mg(l —Isina) /2,
3g (1 —si
W= g (1 —sin ) 7
l
kde jsme vyuzili momentu setrvacnosti tyce vuci koncovému bodu

1
J = g'ﬂ’llQ

‘https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_physical_constants
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Nyni jiz jen dosadime do rovnosti sil a dostdavame

T = M 1=244m.
3(1 —sina)
Za zminku stoji, ze vysledny vzorec nedava smysl pro prili§ malé nebo prilis velké dhly «,
protoze pfi nich hledana vzdalenost x vychazi bud zdporna nebo vétsi nez [. Nicméné v tomto
pripadé je a zvolena vhodné a vychazi x = 24,4 m.

Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha FoL.34 ... $tihla linie 5 bodii

Jindra se vraci z kosmické vypravy a blizi se k Zemi rychlosti v = 0,300 c. Danka, jejiz klidova
hmotnost je 50,0kg, uz se nemiize dockat, az ji Jindra povypravi o vesmiru, a chce mu letét
naproti. Zaroven vsak Danka drzela dietu a nepreje si, aby Jindra ze své vztazné soustavy
naméril jeji relativistickou hmotnost vyssi nez 60,0 kg. Jakou maximalni rychlosti uw vzhledem
k Zemi miize vyrazit Jindrovi vstric? Rychlost uvedte v nasobcich c.

Jindrovi uZ je cestovdni po Zemi mdlo.

Relativistickd hmotnost Danky naméfend Jindrou ve své vztazné soustavé nesmi presdhnout 60,0 kg.
Oznacme relativni rychlost Danky vici Jindrovi jako w. Jindra ze své soustavy pozoruje, ze
Zemé se k nému priblizuje rychlosti v = 0,300 ¢ a Danka se k nému pfiblizuje vyssi rychlosti w.
Rychlosti u a v se sklddaji relativisticky, takze

w="10 )

2

Vztah mezi klidovou hmotnosti a relativistickou hmotnosti, jak ji zméri Jindra, je

=22
Pokud Jindra mé pozorovat, ze Danka vazi méné nez 60,0 kg, pak se vii¢i nému muze pohy-
bovat maximalné rychlosti w = ¢y/1 — (mo/m)? = 0,553 c. Z rovnice (E) vyjadiime rychlost u
jako

w=-2"" =0303c.

Danka tedy muze vyrazit Jindrovi naproti maximalné rychlosti v = 0,303 c.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha FoL.35 ... pfihfaty setrvaénik 4 body

O kolik kelvinti se zahreje setrvacnik, ktery se z ptvodni frekvence otaceni f = 120 Hz zastavi?
Uvazujte, ze polovina jeho kinetické energie se vyuzije pro zahrati setrvacniku. Setrvacnik je
homogenni védlec s polomérem r = 15cm a je z oceli, ktera ma mérnou tepelnou kapacitu ¢ =
=450J-kg 1. K~!. Jesté napovime, Ze nepotrebujete zndt Zidné dalsi veliciny, pouze hodnotu
Ludolfova cisla. Karel diskutoval ulohy TMF.
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Kinetickd energie setrvacniku je
1.9
E=-Jw".
2
Déle vime, %e w = 2nf a moment setrvacnosti vilce J = mr?/2, tedy
E =*mr? f2 .

Zménu teploty urc¢ime ze vztahu pro teplo Q = mcAt, kde At je zména teploty. Ze zadani
vime, Ze se uplatni pouze polovina energie, tedy pocitame

E 1 2.2 ¢2
—=Q = mcAt==mr’f? = At= = =3,6K
2 2 2c
Setrvacnik se po uplném zastaveni zahreje zhruba o 3,6 K.
Karel Kolar
karel@fykos.cz
Uloha FoL.36 ... looping 6 bodu

Predstavte si motorkare, ktery chce projet tenky vertikalni kruhovy looping tvaru plasté valce
s vodorovnou rotacni osou s polomerem R = 10,0m. Looping tedy nema zadny vjezd ani
vyjezd a motorkar se rozjizdi z nejspodnéjsiho bodu s konstantnim uhlovym zrychlenim. Jaka
je jeho miniméalni hodnota, aby motorka dokézala loopingem projet bez odlepeni (spadnuti)?
Uvazujte g = 9,81 kg-s~2. Matéj uz mnohorkdt ispésné projel autickem looping.

Cely problém fesime z pohledu motorkaie. Na néj pusobi dvé sily - odstiediva a tihova. Tyto
sily lze rozlozit do slozek rovnobéznych se smérem jeho rychlosti (tecnych) a slozek kolmych
na aktudlni bod drdhy (normélovych). Vyjdeme z podminky, Ze celkovd normdlova sila musi
motorkare vzdy pritlacovat ke trati, jinak by se odlepil. Dale budeme misto sil pocitat se
zrychlenimi, abychom nemuseli uvazovat motorkarovu hmotnost.

Necht je polomér loopingu R. V rotujici soustavé spojené s motorkdfem na né&j pusobi
jak odstredivé zrychleni, tak i Eulerovo zrychleni, které ale pusobi pouze v teéném sméru.
Korielisovo zrychleni je nulové, protoze zde neni radidlni ryhlost. Odstfedivé zrychleni ma vzdy
pouze normalovou slozku a, = w?R = €%t?R, kde w = et je Ghlova rychlost motorkéfe a ¢ je
hlové zrychleni jeho motorky (vzheldem ke stfedu valce). Normélova slozka tihové sily je an =
= gcosyp, kde ¢ je dhel popisujici motorkdfovu polohu (na startu je nulovy a v nejvyssim
bodé ¢ = nt). ZapiSeme podminku neodlepeni

an+ao >0,
gcosgp+52t2R2 0,
gcosp+2eRp >0,

z 2 7z 7
kde po dosazeni ¢ = =X~ dostdvame

g cos
e> - Sf. (3)
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Tato podminka musi plati pro vsechna ¢. Hleddme tedy takové ¢m, pro které nabyva vy-
raz <=fm minimdlni hodnotu. MiZze ndm pomoct jeho prvn{ derivace

m

—@sinp — cos @
e Y
ptgp =-—1,

@ = —cotgp.

Takovyto typ rovnic neumime fesit analyticky, ale médme k dispozici kalkulacku a vzhledem
k tomu, ze vysledek neni potieba na velké mnozstvi platnych cifer, po par dosazenich zjistime,
ze nejnizsi kladna hodnota, kterd rovnici spliiuje je ptiblizné ¢m = 2,7983...
Prekvapivé kriticky bod nemusi byt ve vrcholu loopingu.

Po dosazeni zpét do vztahu (B) dostdvdme minimalni mozné zrychleni

a=(0,01683m™") g = 0,16506 rad-s > .
Pti mensim zrychleni by se uz motorkar odlepil.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.37 ... hrboly na cestd 6 bod

Samotnd homogenni krychli¢ka o strané a = 1,0 - 10 % m se ve-
sele klouze rychlosti v po vodorovné roviné bez treni tak, Ze jed- —

na (tedy dvé) sténa je kolmd na smér pohybu. Primo pred nf se -

vsak nachdzi nizka zarazka, do které krychlicka dokonale nepruz- Z
né narazi stredem svoji spodni predni hrany. Urcete minimalni

rychlost v, pri které se krychlicka pres hrbol prevrati. Spocital Matéj behem kolejni pdrty.

Vyjdeme ze zdkona zachovani momentu hybnosti vici ose, kterd prochazi hranou krychlicky,
kterou narazila do hrbolu a po ndrazu se okolo ni zacala otacCet. Pred narazem je moment
hybnosti

1
L=—-
aMav,

kde m je celkovd hmotnost krychlicky, protoze smér rychlosti tézisté je vzdaleny o a/2 od
osy a vsechny body se pohybuji rychlosti v. Moment setrvac¢nosti krychle vuci ose otaceni

a m(a/v/2)?, protoze vzdélenost tézisté od osy je a/v/2,
1 1 2
J = gma2 + §ma2 = gmaQ.
V okamziku po narazu se bude kvadiik otacet kolem hrbolku rychlosti
Lo L
=5
Jeho kineticka energie bude
p=lp-L
2 2J
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V2-1
2

a,

tedy

V2 -1
2

Dosazenim do predchozi rovnice pro energii dostavame

L2 V2-1

E=

amg .

2~ 2 9Me

3 o

gv —(ﬁ—l)ag,

vy /8 V2—-1)ag =0,3292m-s"".
5 ( g=0,

To je kritické rychlost, pri které dojde k prevrzeni krychle.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.38 ... pirat silnic 4 body

Dano jede po silnici rychlosti vqa = 90km-h~!. Ve vzdélenosti d = 110m pred sebou spatii
cyklistu jedouciho rychlosti v. = 18km-h~!. Kviili auttim v protisméru nemiize Dano cyklistu
objet, takze musi dupnout na brzdu. Daniiv reakcni cas je t, = 0,50s. Jaka je nejmensi velikost
zrychleni auta, aby Dano cyklistu nesrazil? Auto zpomaluje rovnomérné.

Jindra jel jednou s Danem autem a uz mu to stacilo.

Uloha se ndm nejlépe bude fesit, pokud se presuneme do soustavy spojené s cyklistou. Vaci
cyklistovi se auto pohybuje rychlosti v, = 72km-h™* = 20m-s~'. Dano cyklistu nesrazi, pokud
zpomal{ na nulu tésné za cyklistou (vzhledem k cyklistovi). Nez Dano dupne na brzdu, urazi
auto jesté vzdélenost

d1 = ’Urtr .

Ciselnd di1 = 10m. V tu chvili je mezi autem a cyklistou vzdélenost do = 100 m. Minim&ln{
velikost zrychleni dostaneme z rovnic pro rovnomérné zrychleny pohyb

vrz = 2adz ,
a= v
2dy

MinimAln{ velikost zrychleni vyjde a = 2,0 m-s~2.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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Uloha FoL.39 ... pomalu vrZeny kdmen 6 bodu

Ida je jednim z mala asteroidi v hlavnim pdsu planetek, o némz vime, Ze m4 vlastni pri-
rozenou druzici. Dactyl, jak se tento mésic jmenuje, nema zcela dobre zméreny tvar orbity.
Predpokladejme, ze pericentrum je rp, = 100 km a apocentrum r, = 200 km. Hmotnost Dactylu
je mp = 10'% kg, hmotnost Idy je m; = 5 - 1018 kg. Predstavme si, Ze na povrchu Dactylu stoji
astronaut o hmotnosti m = 100kg, ktery pfi prichodu pericentrem vyskoc¢i ve sméru obéhu

Dactylu rychlosti v = 5m-s~'. Urcete, jak se timto vyskokem posune apocentrum Dactylu
(kladné ¢islo znamend oddéleni). Astronaut po vyskoku predstavuje treti téleso v systému — za-
nedbejte ho, tj. reste ulohu jako problém 2 téles. Mirek vymysli dlohy béhem konference.

Ze zakona zachovani hybnosti ur¢ime novou rychlost Dactylu v piivodnim pericentru

r m
Vp = Up — o v.

Déle tlohu fesime pomoci zdkonu zachovani momentu hybnosti a energie na zakladé znalosti

polohy apocentra a pericentra. Je potfeba si uvédomit, ze pokud odecteme od Dactylu hmotnost

astronauta, jeho obézna draha se nezméni. Pri vypoctu tedy mtzeme vyjit ze zakont zachovani

napsanych pro hmotnost Dactylu

MDTpUp = MDTaVa ,

Gmpmi 1 o Gmpmy | 1 2

_T imDUp = —T §mDUa

a po vyskoku astronauta dostaneme stejnou dvojici rovnic, ovSem s rychlosti v, misto vp, v}

misto va, vzdalenosti r;, misto 7, a rj, = rp. Ze staré pericentrum bude i novym pericentrem, je

ztejmé, nebot smér rychlosti se nezménil a obéznice se pohybuje kolmo na spojnici s centralnim

télesem pouze tehdy, kdyz je v pericentru nebo v apocentru (a v apocentru byt nemiize, nebot
zména rychlosti byla velmi mald).

Z prvni sady zdkonu (proménné bez ¢arek) dokdzeme vyjadfit rychlost v periheliu

1/2

2Gm1
()

zndme tedy i rychlost vj,. Navic mizeme vyuzit rozvoje

=6,670m-s *,

VUp =

(v! )2 ~ 2 — Zﬂvv
b e
Podobné pak z druhé sady zdkonti (¢arkované proménné) dokdzeme vyjddrit r,, dostaneme
vyraz

;o vp Tp N 1 4Gmimu
Ta - _76;( ~ Ta —_—
o2 26 ,  2Gmy
p o vp | vg — . TpMD
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Nyni mizeme dosadit vyraz pro vp, ale tvar vysledného vztahu pro r, se tim piili§ nezkrasli.
Navic vidime, Ze v, nevystupuje nikde, kde by dochazelo k odecitani blizkych cisel, mtizeme
proto bez obav pouzit vyse ziskanou ¢iselnou hodnotu a spolu s hodnotami ze zadéni dostaneme

rh—Ta = —4,45-10"%r, = —9,0-10 *m.

Apocentrum Dactylu se posune o 0,9 cm smérem dovniti. Relativni zménu v f4du 10~2 §lo oce-
kévat, nebot rychlost vyskoku astronauta a rychlost Dactylu v pericentru jsou podobné a pomér
jejich hmotnosti je m/mp = 1078,

Miroslav Hanzelka
nirek@fykos.cz

Uloha FoL.40 ... estetické kuli¢ky 6 bodit

Mame dvé zanedbatelné malé kulicky o stejné hmotnosti, které visi na zavésech zanedbatelné
hmotnosti upevnénych v jednom bodé. Obé maji stejny naboj a jsou umistény v homogennim
tthovém poli. Diky tomu sviraji jejich zdvésy tihel 10°. Pokud zvysime ndboj jedné kulicky
na dvojnasobek, na kolikandsobek musime upravit naboj druhé kulicky, aby posléze sviraly
thel 25°7 Karel slysel o planech Danky.

Oznac¢me néboj a hmotnost kulicek a délku zavésu po radé g, m a l. PocCatecéni sklon zavésu

je ap = 5°. Jelikoz je soustava nehybnd, vyslednice vSech sil ptisobicich na kazdou kulicku musi

byt nulova. K tomu staci, aby soucet tithové a elektrické sily mifil ve sméru zdvésu. Oznacime-li
Fg =mg,

_1

" 4ne 4l2sinag

e

bude platit

F. =tgu
F, o0
Tuto rovnici upravime na
1 q2 .2
— =tgapsin” agp .
4me 412mg g0 0

Nyn{ zménime thel na o = 12,5°. VSechny konstanty zistanou stejné, az na to, ze ¢> se zméni
na 2kq?, kde k je vysledek této tilohy. Z upravené rovnice uz snadno vyjadifme

412 tg asin®
mg tgasinza = 7‘%&5@ 2a R
2q? 2tg ap sin®

k = 4ne

coz dava ciselny vysledek k& = 7,81.

Jdachym Bartik
tuaki@fykos.cz
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Uloha FoL.41 ... nechutny odporovy mrakodrap 7 bodu

Urcete odpor mezi body A a B, jestlize ma kazdy rezistor odpor R = 3141,59 Q). B
Matéj vzpominal na pripravu na FO.

Ulohu lze Fesit klasickym postupem podle pravidel o sklddani odp01rf1E nebo podle T

Kirhoffovych zakoni. Dosli bychom ke stejnym vysledkim, ale tyto postupy zde
neuvedeme kvuli zdlouhavosti a kvili tomu, ze feSenych ptikladd témito postupy je
opravdu hodné. []

My si feSeni dokdzeme netradiénim, ale rychlejSim postupem pro tento kon- [T
krétni priklad. Obvod si nejdiive prekreslime do ekvivalentniho tvaru na obrizku .
Schvalné jsme zakreslili odpory ruzné velké, protoze si mizeme povsimnout, ze kazdy T
odpor odpovida jednomu ctverecku na obrazku E Predstavime si, ze celkovy ¢tve-

[ . . < PR . . Dy . [J L]A

rec na obrazku [ je tvofen materidlem s konstantni ploSnou vodivosti. Privedeme-li
napéti mezi jeho horni a spodni stranu? bude diky homogenité odpovidat kazda horizontalni
¢ara vodici v puvodnim zapojeni rezistort, tedy ekvipotencidle. Z toho plyne, ze vyska kazdého
podétverce odpovida napéti na daném rezistoru. Analogicky Sitka ¢tverce® odpovidd proudu
prochézejicimu danym ¢tvercem, respektive rezistorem. JelikoZ to jsou vsechno Etverce, je na
kazdém rezistoru stejny pomér napéti a proudu, a tedy vsSechny rezistory maji stejny odpor.
To splnuje zadani. Z obrazku potom plyne, zZe celkovy odpor obvodu je roven odporu jednoho
rezistoru, protoze celkovy Ctverec ma taky stejny pomér stran.

Pozn. pri tomto postupu je nutno dodrzovat pravidla, ze pomér stran jednotlivych obdélniki
(v nasem ptipadé to vSechno jsou ¢tverce) je imérny odporu na piislusném rezistoru a obdélniky
musi tvorit jeden velky obdélnik bez dér. Jinak tento postup nelze pouzit takto jednoduse.
Vysledny odpor pak odvodime z poméru stran celkového obdélniku. Pfesné opa¢nym postupem
k vyse uvedenému byla tato tloha vytvorena, a proto je snadné aplikovat tento postup opacné,
v obecném piipadé to vsak nemusi platit.

B

A

Obr. 2: Ekvivalentni tvar obvodu

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

2Bylo by potfeba pouzit i zdménu hvézda-trojuhelnik.
3Myéleno tak, ze na obé celé strany prilozime vodi¢ na daném napéti.
40becné by se nAm mohlo stét, Ze se zde budou vyskytovat i obdélniky.
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Uloha FoL.42 ... manévr 6 bodu

Sedime v raketé na kruhové obézné draze kolem hvézdy a chceme se dostat na kruhovou drahu
s dvojndsobnym polomérem. Provedeme proto specificky manévr, pri kterém si raketa udrzuje
konstantni sklon 6 = 5° viic¢i tecné k lokalni kruhové drédze a konstantni velikost rychlosti. Kolik
obéhii raketa vykond (nemusi jit o celé ¢islo), nez se dostane do kyzené vzdélenosti?

Mirek vymyslel prilis tézkou dlohu do Ndboje Junior.

Ulohu budeme Fesit v poldrnich soufadnicich (r,¢). Vektor rychlosti je ddn vztahem v =
= vp(sin 6, cos 0), kde vg je konstanta uddvajici velikost rychlosti. Pro pohyb v radidlnim sméru
v zévislosti na ¢ase (parametru) ¢ mdme jednoduchou diferencidlni rovnici

dr = vg sin 0dt

s TeSenim r(t) = ro + votsin@, kde ro je pocateéni radidlni vzddlenost. Do vzdalenosti 2r¢
dorazime za ¢as 7 = 1o/ (vo sin 0). Pohyb v tangencidlnim sméru je popsan diferencidlni rovnici

g cos 0
r(t)

Za cas potfebny k presunu do dvojnasobné vzdélenosti se v tthlové souradnici posuneme o

Ap = / dp = / vo c0s —— dt= L@ [In (ro + votsin )] = In 2

dp = dt.

70 + Vot sin @ tg tgf

Béhem manévru vykondme Ap/(2n) = 1,26 obéht. K feSeni lze také snadno dospét tim, zZe
si uvédomime, ze spirdla s konstantnim sklonem se nazyva logaritmickd spirala a je popsdna
rovnici

Inr =1lna + by,

kde a je zde nepodstatnd konstanta a b = tg 0, coz nahlédneme diferenciaci vztahu.

Miroslav Hanzelka
mnirek@fykos.cz

Uloha FoL.43 ... kondenzatorova sit 6 bodu

Meéjme nekonecnou c¢tvercovou sit ze stejnych kondenzatori o kapacité C = 100,0 uF, jejiz ¢ast
je zobrazena na obrazku. Spocitejte celkovou kapacitu mezi dvéma sousednimi vrcholy.

N

Matéj chce mit doma nekonecnou sit.
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Ulohu je vhodné Fesit trikové, jako prakticky kazdou tlohu obsahujici nekoneény podet soucastek
s néjakou symetrii. VyuZijeme principu superpozice elektrického nédboje. Ulohu si rozdélime na
dva pripady, které potom slozime.

V prvnim piipadé doddme vnéjsi ndboj @ do bodu A (s bodem B zatim nic neprovadime),
tento naboj se rozlozi rovnomérné mezi ¢tyfi prislusné kondenzatory, protoze je celd situace
zcela symetrickd k otoceni 0 90 °. Na kazdém z téchto ¢tyf kondenzatort bude ndboj Q/4, tedy
na strané spojené s bodem A bude ndboj @/4 a na opa¢né strané se indukuje ndboj —Q/4.

V druhém piipadé privedeme na bod B ndboj —(@ a s bodem A nic neprovadime. Analogicky
tak vznikne na ¢tyfech prislusnych kondenzéatorech ndboj —Q/4.

Nyni tyto dvé situace spojime. Princip superpozice fika, Zze nadboj, potencidl a dalsi elektro-
magnetické veli¢iny jsou aditivni, a tedy kdyz secteme nékolik riaznych feseni¥ dostaneme znovu
validni feSeni naseho problému. Z toho vyplyva, Zze pokud do bodu A privedeme naboj @ a do
bodu B naboj —@Q, bude pak na kondenzdtoru, ktery piimo spojuje tyto body, ndboj Q/2 (tj.
soudet @/4 a —(—Q/4), kde jsme zménili znaménko, protoze na opacné strané kondenzitoru
se indukuje opaény ndboj). S vyuzitim vzorecku pro kapacitu kondenzdtoru vypoc¢teme napéti
mezi body A a B

Uas = 30"

Pripojime-li celou sit v bodech A a B do elektrického obvodu, bude se chovat jako jeden
velky kondenzator s kapacitou Cex. Tuto kapacitu snadno dopocitdme, protoze zndme napéti
mezi témito body, kdyZ je na né ptiveden niboj Q

Cex = =2C =200,0uF.

Q
Uas
Po hlubs$im zamysleni si mizeme uvédomit, ze pokud nekonecnd sit obsahuje symetrii, zavisi
kapacita mezi sousednimi vrcholy pouze na poc¢tu spoju N vychézejicich z kazdého vrcholu
jako Cox = %C’. V nasem pripadé N = 4. Pokud by vés zajimalo, jak by se fesil podobny
problém, ale v trojihelnikové siti a s rezistory misto kondenzéatort, muzete se podivat do archivu
na ulohu EG z Fyziklani2019.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.44 ... &vrta rychlost 5 bodu

Rozdéleni velikosti rychlosti ¢astic v plynu je popsano Maxwellovym-Boltzmannovym rozdéle-

nim
2 (M \%? 2
f(v) = \/7 (ﬁ) vie” PRT
T

Néjakou priimérnou velikost rychlosti miizeme urcit vice zptisoby. Definujeme nejpravdépo-

dobnéjsi rychlost v, = +/ zf—fT, stredni absolutni rychlost vs = ?—MT a stredni kvadratickou

rychlost vk = 4/ %. Pro kyslik O, pri teploté 20 °C maji tyto velikosti rychlosti poporadé hod-
noty 390m-s~', 440m-s™" a 478 m-s~'. Miizeme viak také spocitat n-ty moment Maxwellova-
Boltzmannova rozdéleni pro jakékoliv n a tak zjistit néjakou dalsi priumérnou rychlost. Jaka je

5V tomto pifpadé myslime fesenim takové rozlozeni naboje, které je stabilni.
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hodnota stredni kubické absolutni rychlosti kysliku pri stejnych podmink&ch?
Jindrovi vletéla molekula kysliku do oka.

Stiredni kubickou rychlost zjistime tak, Zze spocitidme tieti moment Maxwellova-Boltzmannova
rozdéleni a udélame z néj treti odmocninu

Vw = / o f(u)dv,
0

62/ M\Y? .
Vku = ( ) g

© \RT
substituce: g/ﬁ; =t = v
%dv =dt,
RT
dv = —dt,
vdv %

1/2 oo
Vku = \‘71?/5 (E) 3 / t2e—tdt.
T\ M o

V integralu pod odmocninou jste nejspis poznali gama funkci. Gama funkce je zobecnénim
faktoridlu na vSechna redlnd (vlastné i komplexni) ¢isla kromé nuly a zdpornych celych éisel,
pro kterd neni definovand. Gama funkce mé predpis I'(n) = f OOO z"'e dx. A co mé spoleéné
s faktoridly? Pokud je n pfirozené ¢islo, pak plati I'(n) = (n — 1) !. Integral pod odmocninou je

rg)=3B-1!=2
vku_2(\i/§(1;;)1/2

Vku = D12 m-s T,

Po dosazeni

St¥edni kubické rychlost molekul kysliku je 512m-s~!.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha FoL.45 ... uvnit¥ kulového zrcadla 6 bodt

Predstavme si dvé souosa vyduta zrcadla, jejichz povrchy jsou ¢astmi jedné pomysiné kulové
slupky o poloméru r = 1 m. KdyZ doprostred umistime bodovy zdroj, obé zrcadla ho po prvnim
odrazu zobrazi na sebe sama. Do jaké vzdalenosti od stredu musime zdroj umistit, aby se
zobrazil sdm na sebe po trech odrazech (ale ne po prvnim odrazu)?

Matéj se inspiroval videem od Vsauce.

Predstavime si optickou osu prochazejici stredem koule a zdrojem, ktery je vzdéleny x od stredu.
Dutou kouli si nahradime dvéma vydutymi zrcadly ve vzdalenostech r od stfedu. Je ziejmé, ze

jejich ohniskové vzdélenost bude 7.
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K feSeni tlohy vyuZijeme symetrii. Po prvnim odrazu vznikne obraz ve vzdalenosti r od
stfedu koule na opacné strané, nez je zdroj (tedy presné ve stfedu druhého kulového zrcadla).
Druhy odraz potom vysle paprsky pravé opa¢nym smérem, nez k nému prisly, ¢imz se prvni
obraz zobraz{ sdm na sebe (protoze lezi pfimo na povrchu zrcadla). Tfetim odrazem jsou paprsky
vraceny zpét do zdroje. Mtzeme psat zobrazovaci rovnici

1 1 2

r—x 20 r’

P R SR . _r
Jejlz resenim je r = 3

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.46 ... rota&ni strom 5 bodil

Jachym pokacel strom, ktery miizeme aproximovat tenkym homogennim valcem o délce | =
= 30,0 m. Strom je jesté c¢dastecné spojeny s parezem, takze jeho vrchol béhem padu opisuje
éast kruznice. Ve vzddlenosti 1/9 od mista dotyku stromu a pafezu lezi limitné nizky kdmen.
Tésné predtim, nez by strom narazil do zemé, narazi dokonale nepruzné do kamene, pricemz se
pretrhne posledni spojeni s parezem a strom se dale pohybuje nezavisle. Jakou rychlosti narazi
spicka stromu na zem? Spojeni s parezem ani jeho pretrzeni neni spojeno s Zadnymi ztratami
energie. Jdchym letos pujde do lesa pro vdnocni stromek.

Moment setrvac¢nosti stromu kolem vodorovné osy prochézejici parezem je

1
J() = ngQ,

¢emuz odpovidd pokles potencidlni energie o ' = mgh. Tato energie se pfeméni na rotacni
energii, ¢ili pro tthlovou rychlost stromu tésné pred dopadem plati

_ 2B |3
wo = JO— l

V okamziku narazu na kdmen se ztrati néjakd energie, nicméné se zachovd moment hybnosti
vzhledem k ose prochézejici bodem narazu, oznacme ho L. Tento bod se zastavi, ¢ili se kolem
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néj strom zacne otacet. Oznac¢me moment setrvacnosti takového pohybu J, potom bude thlova
rychlost pohybu kolem bodu narazu

W= —.

J
Rychlost $picky stromu uz spoéitdme snadno jako v = w (I —a), kde a = [/9. Tésné pied
dopadem je rychlost tiseku stromu ve vzdalenosti z od pafezu rovna woz. Usek stromu o délce dz
mé tedy hybnost dp = Awoxdz, kde A = m/[ je délkova hustota. Moment hybnosti viéi bodu
ve vzdalenosti a od parezu bude

1 1 1 ! 9
L:/ (a:—a)dp:/mdp—a/dp:Lo—a)\/ woa:da::Lo—a)\wol—:Lo—lalmwo,
0 0 0 0 2 2

kde Lo predstavuje puvodni moment hybnosti Jowo. Novy moment setrvac¢nosti spocitdme jako

1 i
JZ/ (m—a)gdm:)\/ (# —a)’dz = Jo — alm + a’m.
0 0
Nyni uz jen ddme vSechny vzorce dohromady a muzeme psat vysledek

(l—a)= %wol = %y/i&gl =31,3ms .

L Lo — Lalmwo
—wll—a) =2 (1 —q) = 20— 29meo
v=w(l—a) J (l—a) Jo — alm + a?m

Spic¢ka stromu dopadne na zem rychlosti 31,3m-s~*.

Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha FoL.47 ... neutronovy sk¥ipec 7 bodu

Jak blizko k povrchu neutronové hvézdy se miize (volnym pddem) priblizit ocelovd ty¢ , kterd
Jje orientovana smérem ke hvezdé, nez se pretrhne? Uvazujte hvézdu o hmotnosti M = 1,80M
a poloméru R = 10,0km a ty¢ s pevnosti v tahu o = 800 MPa, hustotou ¢ = 7900kg-m™3
a délkou L = 1,00m. Zanedbejte deformaci tyce pred pretrzenim a uvazujte newtonovskou
fyziku. Dodo cetl sci-fi z roku 1967.

Znamou podobnou tlohou je urceni maximalni délky zavéseného valce z daného materidlu,
pri které nedojde k jeho pretrzeni v dusledku tihové sily na néj pusobici. V nasem pripadé je

pusobicich ve vysce h nad hvézdou na dva body vzdalené I od sebe ziskdme

GM GM GM
a= — =~ 2l

(r+h)? (r+h+0)>  (r+h)?

coz je hledané slapové zrychleni.

Vvev
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z = 0. Pf"itom pfedpoklé.déme 26 nehomogenita pole je natolik malé, abychom mohli predpo-

L L
2 2 2
F = / adm = / GMdm = / %Qxdx ,
(r+ h o (r+h)

GMoS .,
o 4(r+h)

w\l‘*

_ GMpS 22
(r+h)®

Na vzdalenéjsi polovinu tyce pusobi sila F' smérem od hvézdy a na blizsi polovinu pusobi
symetricky sila I’ smérem k hvézdé. Pevnost v tahu a sila jsou spolu vztazeny skrze vyraz F =
= 085, po dosazeni za silu tedy mizeme vyjadrit h a pro r = R definovat kritickou vzélenost
od povrchu

3/ GMoL? .
r= {222 R = 74km.
4o
Jesté si ovéfime nase aproximace. V prvni aproximaci se dopoustime relativni chyby #adu 1075,
aproximaci tézisté jakozto sttedu tyce pak ovérime nasledovné. Vypocitdme ,,moment“ rozlozeni
pusobici sily M, okolo stredu tyce

M, = / (z)zdm =~ /_: (F(O) + %21’) oSzdzx

2

— G7M393L3.

M, =0+ ————pSa®
3 L 6(7‘+h)

v homogennim poli a okolo bodu posunuteho vici stfedu o s < L

%*S L 2 L 2
My (s) = [L a oSzdr = apS (7 — s) — (5 - s) ~ a 0S2Ls.
=L

s

Porovnanim s vyse uvedenym vyrazem pro slapové zrychleni a = —=255 mame pro s

(r +h)
L2

=~  ~.10°%m.
12(r + h) m

Vidime tedy, ze aproximace pouzité v feSeni jsou opravnéné. S aproximacemi pouzitymi v zadani
je to horsi, jelikoz vzdalenost od stfedu neutronové hvézdy odpovida asi 17 Schwarzschildovym
polomérim této hvézdy (bylo by tedy potfeba ovérit dusledky relativistickych efektil), a ocel
se pred pretrzenim muze prodlouzit az o desitky procent.
Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
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Uloha FoL.48 ... opalovacka 6 bodu

Primérny slunecni vykon dopadajici na povrch Zemé osciluje s periodou zhruba 11 let. Velkou
cast variace vykonu tvori zmeny v UV césti spektra. Predpokladejte pro tcely této tlohy, ze
Slunce béhem solarniho maxima vyzaruje jako cerné téleso o teploté T' = 5,800 K a v minimu
se spektralni charakteristika zméni tak, Zze z maximové charakteristiky zcela vyrizneme oblast
vinovych délek 10 az 300nm. Urcete, o kolik procent poklesl celkovy vykon mezi maximem
a minimem. Mirek vymysli dlohy béhem konference.

Vyzarovani ¢erného télesa je popsano Planckovym zakonem, ktery udava specifickou spektralni
intenzitu zareni vztahem

_2m® 1
c? ekilgin—ll

L,

Jelikoz chceme jen porovnat dva vykony z rtznych frekvencnich intervali, staci ndm integrovat
pouze pies frekvence (tj. nepo¢itdme pfimo vykon, ale vykon do jednotkového prostorového ihlu
dopadajici na jednotkovou plochu). Muzeme také zanedbat konstantu pred integrdlem a misto
frekvence dosazovat energii v elektronvoltech. Hledany pokles vykonu je tedy dan vyrazem

1 z3dz
f:co e —1

o g3dx
fO e? —1

kde horni a dolni mez proménné x ziskdme z prevodu vinové délky

oP =

v he
T MkesT

Ve jmenovateli vyrazu pro pokles vykonu rozpozndme definici ¢-funkce, jmenovatel je tedy roven
T'(4)¢(4) = =*/15. Podrobnéjsi odvozeni je

- 3 o oo [eS) [eS)
/ = d$1 - / ale™" Y e A= (n+ 1)74/ (n+1Da)*e™ ™ d(n+ 1)z =
0 - 0 0 0 0

=) nT'A) = T(4)¢4) .
1
Citatel mfizeme vy¢islit v aproximaci

1 g3da < 23de x 3 2

nebot plati zop = 8,269 > 1 a z1 > zo. Ve vysledku mdme 6P = 3,3 %.

Miroslav Hanzelka
nirek@fykos.cz
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Uloha FoL.49 ... dabelski pruZina 8 bodit

Gumicka (rovnd, necyklickd) s klidovou délkou | = 9,57 cm, tuhosti k = 11,08 N-m ™!, hmotnos-
tim = 24,53 g a s priifezem S = 5,70 cm? je za spodni konec pripevnénd k podlozce (nenf svisle
prilepend, spodni konec se pouze nemiuze vzdalit od podlozky). Nyni veskeré okoli pruzinky
zaplnime vodou o hustoté o = 998kg-m 3. Na jaké délce se gumicka ustali? Predpokladejte, Ze
gumicka pri natahovani zvétsuje sviij objem tak, ze jeji priirez ziustava konstantni.

Mysleli jste si, ze zld pruzina z minulého roéniku byla teézka? Tohle je teprve ddbelské. — Jachym

Hustota pruziny je m/lS = 450kg-m™ < p, v ustdleném stavu se tedy pruzina bude svisle
vznéset pri podlozce.

Pro podatecni stav (bez vlivu vnéjsich sil) zavedeme soufadnici z s po¢atkem u spodniho
konce pruziny, pro koncovy stav pouzijeme podobnou soutfadnici y. Nyn{ hleddme funkci y(z),
kterd ¢asti puvodni pruziny na soutadnici x pritazuje jeji vzdéalenost od podlozky po ponoreni
do vody. Resenfm tlohy pak bude hodnota y(I).

Pro usek na soufadnici z (ve vysce y(x)) plati, ze je nahoru natahovan silou, kterd odpovida
vztlakové sile plisobici na cely zbytek pruziny nad nim. Matematicky zapsano

Fy(z) = Seg (y(1) — y(x)) .
Na tento zbytek pruziny vsak pusobi i tihova sila. Ta ovSsem misto na objemu, ktery je pfimo
umérny délce po ustdleni, zavisi na délce puvodni ¢asti. Ziejmé plati
l—x
l

Posledn{ silou, kterd na zbytek pruziny plisobi (smérem dolu), je sila pruznosti. Jestlize mél
dany usek puvodné velmi malou délku Ax, muzeme ho modelovat pruzinkou s tuhosti

Fy(z) = mg

l

Nyni méd délku Ay = y(z + Az) — y(z), coz odpovida sile
Fo(z) = kasz (Ay — Az) =kl (y/(x) — 1)

v limité Az — 0. Vyslednice vSech sil musi byt nulovd, coz vede na jednoduchou diferencidlni
rovnici

F,—-F,=F,,
Sog (y(1) — y(x)) —mg" T = ki (' (2) ~ 1) |

, B
y(m)+Ay(m):7x+Ay(l)fB+1,

kde jsme pro zjednoduseni pouzili substituce

A - 5o

kl
mg

kl -

SDokéazat to miizeme tak, Ze si pruzinu natahovanou silou F rozdélime na dvé mensi, které na sebe navzijem
musi pusobit stejnou silou F'.
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Homogennim fesenim je
—Ax
ya = Ce R

kde C' je néjaka konstanta. Partikularni feSeni hleddme ve tvaru polynomu stupné jedna, neboli
yp = ax + b. Dosazenim dostédvame

a +Aa$+Ab:?$+Ay(l)—B—|—1,

L_B_m
= A Sa’
1 B

Vysledkem je
y=yu+yp=Ce " far+b,
kde konstantu C' uréime z podminky y(0) = 0. Vychdzi C' = —b, takze
y=—be ®far+b.

Dale musi platit, ze dosazenim x = [ dostaneme y(l). To vede na vztah

_1 By (e >_ﬁ kK ofpom (M,);
y(l)—A<B+<1 Al) (e 1) 7SQ+S,QQ <l S’Q> ek 1) =11,15¢cm,

ktery je resenim ulohy.

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha FoL.50 ... niboj a pentagram 9 bodu

Jindra uz mél dost rozcilovani se s volnymi naboji, a proto se rozhodl zkusit magii. Z pravidelné-
ho pétitthelniku o délce strany 1 vystiihl pentagram, chytil volny bodovy naboj Q = 1,00-107° C

2 1
intenzity pentagramem? Jindra to stdle nevzddvd...

a umistil jej kolmo nad stiedem pentagramu ve vzdalenosti %1/ 5_8/5. Jaky je tok elektrické

Nejdiive si trochu predstavime geometrii pentagramu (a zdroven i pétithelniku). Vrcholovy dhel
pravidelného pétithelniku ma velikost 3?" Stfedovy thel (tihel vrchol-stfed-sousedni vrchol) ma
velikost 2?“ Uhel u vnéjsiho cipu pentagramu mé velikost £- Vnitini vrcholy pentagramu jsou
zaroven i vrcholy mensiho pétithelniku. Ten bude jesté dilezity. Rikejme mu tedy jednoduse
»mensi pétithelnik®. Stfed mensiho pétithelniku splyva se stfedem velkého pétitthelniku.

Strana velkého pétitthelniku mé délku 1, takze polomér kruznice opsané (vzdélenost vrchol-
stred) je

Ro = L

=—.
2sin ¢
Kruznice vepsand mensimu pétithelniku ma polomér (vzddlenost stfed strany-stied)

27 cos &

5
0 = Ro cos Sin T (4)
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Jelikoz vime, Ze cos 2 = ‘/5[1 asin ¢ = 5*8‘/5 ,ﬂ muzeme dosadit do vztahu (H)

I et U A N U BV e
9—2 /;%— ] VB(VE—1) 2 25
o=/ (5)

Bingo! Vzdélenost ndboje od stfedu pentagramu z je stejnd jako polomér kruznice vepsané
mensimu pétithelniku o.
Nyni se podivime, kam mifi vektory elektrické intenzity na povrchu pentagramu. Néaboj

je od stredu pentagramu vzdalen o vzdalenost z = % %. Vezméme si bod na povrchu

pentagramu, jehoz vzdalenost od stfedu pentagramu je r. Z Pythagorovy véty dostaneme, ze
tentyz bod je vzdaleny R = /22 + r2 od néboje. Vektor elektrické intenzity v tomto bodé ma
tedy velikost

_ 1 Q
T dmeg 22+ 2

Kolma slozka vektrou elektrické intenzity pak ma velikost

B - 1 Q z
LT dreo 2402 /a2 )
1
B, - 9 (6)
4req (22 +72)2

Tok elektrické intenzity pentagramem zjistime, pokud dokazeme spocitat integral f o ds
pres plochu pentagramu. Rozdélime plochu pentagramu na dvé ¢asti, aby se nam lépe pocitalo.
Oblast A je plocha uvnitt kruznice opsané vnitinimu pétidhelniku. Tam dokdzeme tok elektrické
intenzity spocitat snadno. Oblast B je plocha cipti hvézdy za kruznici opsanou. Kruznice opsand
mé polomér ro = o/ cos £ = 4o/(v/5 + 1).

Tok elektrické intenzity oblasti A je stejny jako tok elektrické intenzity kulovym vrchlikem
nad kruznici® Koule mé polomér Rx = +/ r% + z2. Vyska kulového vrchliku je h = Rk — z. Tok
elektrické intenzity je tedy

7 Opravdu, zkuste dosadit hodnoty do kalkulacky. Jeden z moznych zpiisobi, jak tyto hodnoty goniomet-
rickych funkei odvodit, je vyuziti vztaht pro sin 2z, sin 3z a sin 4z ziskanych z Moivreovy véty na nasledujici
rovnost

. 2x tsi 4 L 67 L 8n 0
sin — sin — sin — sin — = .
5 5 5 5
Tato rovnost vyjadfuje, ze kdyz obejdeme pétitihelnik, vratime se zpét na stejné misto. Jednotlivé Cleny si
muzete predstavit jako y-ové slozky vektoru stran pétithelniku. Po tpraviach dostaneme rovnost

. 2rn 2n 2 21 2n
2sin — cos — (4cos® — +2cos — — 1) =0.
5 5 5 5

Hodnotu cos 2?“ zjistime vyfesenim kvadratické rovnice.

8 s « I~ . s . A _ e _ Qz e 7
Ponechavame na Ctendafri, aby si pro kontrolu spocital integrdl ¢1 = fo E| 2nrdr = 255 fo @52

dr.
Vysledek vyjde podle ocekavani stejné.
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_ Q Suaux _ QV ry+2t—z

Y1 = —
€0 Skoule g0 2 r%+22

Fyziklani online

Pokud dosadime z = g a 7o = 40/(V/5 + 1)

@ Q. 1
2e0 2e0 (\/54+1)2 +1
Q Q V5+1 @)

pr==— o= .
260 220 \/22 4 2/5

Tok oblasti B spocitdme tak, Ze budeme integrovat po kruznicovych obloucich v cipech.
Jestlize ma kruznicovy oblouk polomeér r, jeho délka je

2
I = 27"(% — arccos g) .
Cipt je celkem pét, takze celkova délka oblouku je

| = r(4n — 10 arccos g) .
r

Délka [ jde od Ciz% pro r = é pol=0pror = ﬁ, Tok oblasti B spocitame jako
integral
Q
cos h
p2 = ° Eyldr
Qo
cos %
[}
cos 2= r(4m — 10arccos £
P2 = & F o = T)dr
o ) T (24t
o [+F 5Qz [ :
cos ZE cos 25 T arccos £
@2:—25/ 5 r 3d’r— Z/ E ng‘
€0 ) (;;2 —|—r2)§ 2meo o (z2+r2)§
cos g

19
cos &
5

Oba integraly spocitame zvlast

r 1
——dr=— [ dt=-t+C=—-——=+C
/(zQJer)g / V22 +r?

substituce: \/221? =t
rdr = _d¢
(s24r2)3
Qz r Qz 1
- dr=——"——+4+C 8
€o (22—|—7‘2)% €0 V22 + 12 + (8)
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Druhy integral

rarccos £ arccos 2 0
—dr=— dr
(22+r) vz2+r2 rz2 +1r2\/1r2 — 92
1 , r
per partes: U= ———= u =

\/Z2+T2 (22+r2)%
0 / -1 —0 0
U = arccos — v = — = .
T /1_(£)2 r2 /12 — o2

Reseni integralu, jenz ndm vysel, nelze vyjadfit pomoci elementarnich funkci. Mame vsak
Stésti. Vime, ze z = p. Po dosazeni se integral razem stava resitelnym. To je magie.

/ / / / sinh tdt _
/7% — Q L, / 4 _ 29 / 4 _ 29 cosht cosh2t -1

substituce: (%) = cosht
2 dr = sinh tdt
o

—teh2t
-1 1— tgh?tdt = Aotghtt L [ dy
20 cosht /1 —tgh?t 20 /1—y2

substituce: tght =1y
Cosh2 t dt = dy
(1 —tgh?¢)dt = dy

\/27_ r -1
= i arcsiny+C = 2%) arcsin tght+C = i arcsin %+C _ 210 . (<QT))2+C

Takze muzeme napsat

1 7"4— 4
r:—arcsinig—kc

o
£ 4
/ ry/T4 — ot 20 r2
a dosadit do pavodniho integralu

.2 ) d _ A
/ T arccos ¢ dr — — arccos 1 \/ 0 L. )

+ — arcsin
(924—7”2)% /o2 +12 20 r2

Nyni mizeme dat dohromady vztahy (E) a (E) a spocitat tok elektrické intenzity cipy pen-
tagramu.
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Qg|:_ 1 5 arccos 2 51 RV g]cof?‘“

— —— —-—arcsin
€0

/0% + 12 +% /0?2 +r2 2120 r? .

cos &+
5

2 =

Z odmocnin ve jmenovatelich v zdvorkdch muzeme vytknout g a pokratit jej. Po upravach
(které nebudeme rozepisovat) dostaneme

wg:Q 1—<arcs1n1/1—cos4—aurcsm,/l—cos4 )
fo\2,/1+

2T
cos 5

\/571 \/§+1

acos—:

Miuzeme dosadit hodnoty goniometrickych funkei cos 2—

) VB +1 _(arcsm /25+3\f L2 3\f>
20\ V22 1 2v5

Celkovy tok elektrické intenzity zjistime tak, ze seCteme toky @1 a @2

Q Q V5+1

. S
250 280 /22 + 2[

Q f S+1 i arcsin \/ 725 +3v5 —arcsin 4/ 725 —3V5

Q arcsm\/ 5+3\[ in\/ M
2¢e0 32
=5 (1

- — arcsm 116 110 — 2v/ 145)

p =287 10* Vo,

kde jsme vyuzili souctovych vzorcii pro arkus sinus.

Numerické reseni

Je zirejmé, ze predchozi reseni je pomérné vypocetné narocné a zdlouhavé. Jelikoz postacuje
Ciselny vysledek, je mozné tlohu fesit i numericky. Napf. v programu Geogebra muzeme pro-
mitnout trojihelnik tvorici jednu desetinu pentagramu na sféru se stfedem v bodovém naboji,
kterd prochézi jeho vrcholy (viz. obrazek). Jeji polomér ozna¢me r. Geogebra ndm vypoéita
délky kruznicovych obloukt a, b a ¢, ze kterych pak 1ze pomoci obdoby Heronova vztahu pro
sféricky trojuhelnik

s(5) = ()75 (750 e (5) 10

vypocitat prostorovy thel E, ktery dany trojihelnik z pohledu bodového nédboje zabira. Na
sfére je totiz tok konstantni, takze staci plochu vyndsobit elektrickou intenzitou ve vzdalenosti r,
kterou téz odcitame z Geogebry.
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Obr. 3: Nacrt situace s nabojem a pentagramem

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha M.1 ... Rickova mikroplaneta 3 body

Predstavte si, ze se ukryvate pred galaktickou federaci na planeté, ktera ma na rovniku stejné
gravitacni zrychleni jako na Zemi (uvazujte ag = 9,83 m - 572). Stejné tak je to s odstredivym
zrychlenim (uvazujte ao = 0,034 m-s~2). Polomér planety je piitom pouze R = 5km. Jak dlouhy
by byl den na této planeté?
Predpokladejte, Ze planeta je dokonale kulatda a homogenni. Pro vypocet dne zanedbejte
dobu obéhu planety kolem hvézdy.
Karla © Matéje zajimalo, kam utekla rodina Ricka a Mortyho.

Vzhledem k tomu, Ze mizeme zanedbat dobu obéhu planety kolem svého slunce, pak muzeme
spocitat délku dne snadno z odstredivé sily F, = ma, = mvf/R = mw?R, kde v, je rychlost
rotace povrchu planety a w, je thlova rychlost jeji rotace. Déle plati, Ze thlovou rychlost mtizeme
vyjadrit pomoci periody rotace T' jako w, = 21/T. Dostdvame
4n® R .
aoz% = T = 21t a—0:4Omin.
Doba rotace planety, tedy jeji den, by trval 40 minut.

Karel Kolar
karel@fykos.cz
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Uloha M.2 ... interdimenzionalni hustota 3 body

Predstavte si, Ze se stdle ukryvate na planeté z predchozi ulohy. Tato planetd ma tedy na
rovniku stejné gravitacéni zrychlenf jako na Zemi (ag = 9,83 m-s~2) i odstredivé zrychlenf (a, =
=0,034m-s~2), ale pfitom ma polomér pouze R = 5km. Jakd je hustota této planety?
Predpokladejte, Ze planeta je dokonale kulatd a homogenni.
Karel se dival na to, kam utekla rodina Ricka a Mortyho.

Hustotu planety ziskame z gravitacniho zrychleni na jejim povrchu. Pro gravitacni zrychleni
plati

M
ﬁ )

kde G = 6,67-10" 1 kg7t-m3-s72 je gravitaén{ konstanta. Hmotnost si pak mizeme vyjadfit
jako M = oV = 4nR3p/3, kde V je objem planety.

ag =G

4arn 3 a _
=G—0oR =~ % =704 -10°kgm™>
99 =550 7 T &mGrTO e
Tedy hustota planety by musela byt zhruba 700krat vyssi nez hustota vody. Coz by mimo-
chodem odpovidalo celkové hmotnosti planety
4 pp3 A _ a R

4 3
M=z = =
3reft =gt GR T TG

coz by bylo o vice jak 6 Fddi mensi hmotnost nez nasi Zemé.

=3,7-10"%kg,

Karel Koldr
karel@fykos.cz

Uloha M.3 ... squanchy frisbee 4 body

Uvazujte planetu z predchozich tuloh, tedy takovou, kterd ma&a na rovniku stejné gravitacni
zrychlen{ jako na Zemi (ag = 9,83 m-s~2) i odstiedivé zrychlenf (a, = 0,034 m-s™2), ale pfitom
ma polomér pouze R = 5 km. Predstavte si, ze vas uz tato planeta nudi, a tak si chcete hazet, ale
nemdate s kym. Tak na rovniku hodite téleso smérem na vychod, aby obéhlo planetku a vratilo
se vam ze zapadu. Jak dlouho potrva, nez se vrati?

Predpokladejte, ze planeta je dokonale kulatda a homogenni. Zanedbejte odpor vzduchu. Na
této planeté zapadaji hvézdy na zdpadé. Matéj si nemél s kym hrdt.

Aby téleso orbitovalo kolem planety, musi nabrat prvni kosmickou rychlost, pro kterou plati

Uk R agR,
2
kde jsme dosadili vztah pro hmotnost planety M = agé?' . Nesmime vsak zapomenout na to,

ze kdyz stojime na rovniku, otdc¢ime se spolecné s planetou rychlosti v, = Vao,R. Zkuste se
zamyslet nad tim, pro¢ se otdc¢ime pravé smérem na vychod. Nasi rychlost je tedy tifeba od
absolutni rychlosti télesa vk odecist. Pro dobu obéhu tedy dostaneme

QK\/E

"V Va

= 150,6s.
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Pro zajimavost, téleso by muselo byt vrieno rychlosti v = \/agR — vVaoR = 208 m-s™ !, coz
je vice nez dvakrat rychleji, nez je nejrychlejsi zaznamenany tenisovy servis.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha M.4 ... wubba lubba dub dub 4 body

Stale ziistaneme u planety z predchozich tloh, tedy takové, kterda ma na rovniku stejné gravitacni
zrychleni jako na Zemi (ag = 9,83 m - s™2) i odstredivé zrychlenf (a, = 0,034 m-s~2), ale pfitom
ma polomér pouze R = 5km. Jak vysoko nad povrchem by byla geostacionarni draha druZice,
pokud existuje? Pokud neexistuje, vyplnte jako vysledek 0.
Predpokladejte, Ze planeta je dokonale kulata a homogenni.
Karel se dival na to, kam utekla rodina Ricka a Mortyho.

Nyni se zaméfime na geostacionarni drahu, tedy takovou, ze druzice stale obiha nad rovnikem
nad jednim mistem. Vyjdeme z rovnosti gravita¢ni a dostredivé sily. Tim ur¢ime vzdalenost od
stfedu planety r, pro kterou bude draha geostacionarni. Pokud bude mensi nez R, pak planeta
geostaciondrni drahu nema. Pokud bude vyssi, mazeme urcit jeji vysku nad povrchem.

e — oMM & _6M 5 GMT?
CrEETe T2 3 42

Dosadime za veli¢iny tak, abychom mohli dosazovat ty, které jsme méli zadané

24 2 .
s_ G aRTAr R _agps | of0p - oggy
42 G ao Qo Qo

Geostaciondrni draha tedy bude existovat, a to ve vysSce r — R = 28 km nad povrchem nasi
planety.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha E.1 ... jistie 3 body

Pték Fykosiak mél dva médéné vilcové draty o polomérur = 1 mm a rezistivité o = 1,69-1078 Q-m.
Chtél si z nich udélat prodluzovacku, ale pri zapojovani si draty popletl a omylem pripojil oba
konce jednoho dratu do zasuvky, ¢cimz pripojil drat nakratko. Jak dlouhy tento drat musel byt,
aby tim nevyhodil jistice? V zasuvce je napéti 230V a kriticky proud jisticem je 16 A.

Miso zkratoval.

Vyjdeme ze vztahu pro odpor R dratu o obsahu prurezu S a délce [

ol _ o
R=£E - &
S w2’

kde jsme dosadili S = nr?. Proud vyjadifme z Ohmova zdkona

I_g_m«2U N Z_Tcr2U
TR ol T ol

= 2670m,
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kde jsme dosadili napéti v zdsuvce a kritickou hodnotu elektrického proudu. Pokud do zasuvky
zapojime drat delsi nez 2670 m, nic by se nemélo stat. Pokud nevérite, muzete si to doma sami
vyzkouset.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha E.2 ... Fykonadi 3 body

Poté, co ptak Fykosak prezil zkrat, si zacal hrat s rezistory. Spojil body A a B rezistorem R =
= 1,600€2. To se mu ale zddlo moc, a tak je spojil paralelné druhym rezistorem o stejném
odporu R = 1,600 2. Porad ale nebyl spokojeny, a tak pridal jesté treti paralelni odpor Rs =
= R1 + R> = 3,20092. V ten okamzik se to zvrhlo a zacal zurivé pridavat stale dalsi a dalsi
paralelni odpory podle vztahu R,, = R,—2+ Rn—1, kde n € N. Jaky bude finalni celkovy odpor
mezi body A a B? Jdchyma nebavi fyzika, tak se snazi vymyslet matematické lohy.

Oznac¢me n-ty prvek Fibonaciho posloupnosti jako F,, kde I} = 1 a Fy = 1. Zifejmé pak
plati R, = F,R1. VSechny tyto odpory jsou navzajem paralelni, to znamend, ze pro celkovy
odpor R plati

1 1
=5t + - +
R~ Ry Rz Z R, R1 Z F,
n=1
Fibonaciho posloupnost roste priblizné jako exponenmala, takZe neni vubec prekvapenim, Ze
suma jejich prevracenych é)dnot konverguje. Tuto sumu nemusime pocitat analyticky, jeji hod-
notu lze najit na internetut nebo ji mizeme spocitat numericky. V kazdém pripadé vyjde

=1 .
X;F—n:3,359886,,..

Nyni uz snadno zjistime, ze R = 0,4762 2.

Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha E.3 ... trojthelnikovy Zebi¥ik 4 body

Ptak Fykosdk chtél vylézt na jisty odporovy mrakodrap, ktery mozna také potkate.
Tak si postavil trojuhelnikovy Zebrik, samozrejmé nekonecny, a cely z rezistoru s od-
porem R = 1,0€2. Vypocitejte odpor mezi jeho nohami.

Lego byl nekonecné smutny, zZe mu zZddnd jind uloha neprosla.

Princip riesenia nekonec¢nych odporovych schém spociva v tom, ze si hladany odpor
oznac¢ime Ry. Potom uz len najdeme v rebriku cast, ktora je rovnaka ako povodny
rebrik, pricom nezabtidame, Ze rebrik je nekonecny.

V nasom pripade, ak by sme odpojili prvy zvisly a prvy sikmy odpor, vysledna
schéma je rovnaka (len otocend naopak, ale od toho odpor nezévisi; ak by sme odrezali
aj dalsie 2 rezistory, dostaneme rovnaky vysledok, iba to potrva dlhsie).

Ohttps://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_number
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Tato nekoneénd schéma teda bude mat odpor R,. TakZe ked pripojime rezistor
s odporom R, spét k tym dvom rezistorom (¢ize paralelne k tomu Sikmému), dosté-
vame schému s rovnakym odporom, aky mala t4 pévodna. Potom rovnica pre vysleny odpor
mé tvar

RR,
R+R,’
0=R?’—RR,— R*=162R.

RV:R+

To je kvadraticka rovnica, ktord mézeme jednoducho vyriesit pomocou diskriminantu. Z dvoch
korenov, ktoré dostaneme, nas pochopitelne zaujima ten kladny, ktorého hodnota je

14++5

R, = 5 R.
Pritom hodnota zlomku je zlaty rez.
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha E.4 ... nelineiarni Fykosik 4 body
Fykosaka uz prestalo bavit zapojovani rezistoru, a tak zapojil sam A

sebe do sériového obvodu ke dvéma plochym bateriim, kazdé s na-
pétim Uy, = 4,50V, a k rezistoru s odporem R = 50,0Q. Ptak Fy- InT
kosdk se po zapojeni do elektrického obvodu chova jako nelinedrni
soucastka s voltampérovou charakteristikou zndzornénou na gra-
fu B Oteviraci napéti ptaka Fykosaka je Uy = 1,50V, nasycovaci

napéti ptaka je U, = 6,00V a nasyceny proud ptdkem Fykosdkem Us Wi >
je In = 250mA. Ve vsech trech castech charakteristiky se Fykosak "
chova linearné. Urcete, jaky proud Fykosdkem potece. Obr. 4: VA
charakteristika
Jr

Dodo si o pulnoci vzpomnél na praktikum.

V obvode sa rozdeli napatie na zdroji U, = 2Uy, = 9,0 V medzi napétie na rezistore Ur a napétie
na Fykosakovi Ur. Plati
U,=Ur+Up.

Pre napétie na rezistore mame z Ohmovho zdkona Ur = RI, kde I je elektricky prad tecuci
obvodom. Po dosadeni a vyjadreni I dostavame

U, —Ur

1
R
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Najjednoduchsie sa tloha vyriesi graficky, staci najst priese¢nik VA charakteristiky a priam-
ky I(U) = UZiI;U. Z takéhoto grafického riesenia je jasné, ze priese¢nik sa nachadza v druhej
casti charakteristiky, ktorej rovnica je
Ur — Uy
I=IL,—.
"Un—Us
Po dosadeni dostavame

UZ_UF:I Ur — Uy

R "Un—Us’
U = InBUo + U, (Un — Uo)
T T LR U.-Us
z ¢oho pre prud vychaza
U, — Uy .
I=I,———— =110mA.
LR+ Un — U "
Fykosdkom teda potecie prid 110 mA.
Uloha X.1 ... Chernobyl 3 body

Zanedlouho po vybuchu reaktoru ¢.4 bylo ve vzdalenosti 800m od néj naméreno 5 roentgenti
za hodinu. Kolik by bylo naméreno 200 m od reaktoru? Neuvazujte vliv vzduchu a prostredi na
siteni radioaktivniho zareni. Matéj sledoval seridl.

Vyjdeme z klasického faktu, ze ddvka zafeni zdvisi na druhé mocniné vzdélenosti, tedy pfi
zCtyrnasobeni vzdélenosti od zdroje se davka snizi 16krat, proto

16-5R-h™" =80R-h™".
Ve vzdalenosti 200 m bude ekvivalentni ddvka rovna 80 R-h~!.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha X.2 ... hold my graphite 3 body

Nicnetusici hasi¢ vezme do ruky kus grafitu, jehoz aktivita je 1,00-10'° Bq a ktery lezel opod4l
byvalého reaktoru. Kolik ¢dstic projde do jeho ruky (nebo skrze ni), jestlize hasi¢ drzi grafit
10 sekund ? Uvazujte, Ze valoun grafitu je kulovy o poloméru 5 cm a hasicova ruka pokryje pétinu
jeho povrchu, kdyz ho drzi. Uvazujte, ze kazdému jadernému rozpadu odpovida pravé jedna
castice vysla z valounu. Matéj sjizdel memy.

Jednotka becquerel udava, kolik radioaktivnich ¢astic dané téleso vyzari za jednu sekundu.
Jednoduse tedy aktivitu pouze vynasobime ¢asem a nezapomene pritom na faktor jedné pétiny
vzhledem k pokryti télesa rukou

%~1010Bq-10522-1010.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
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Uloha X.3 ... not great, not terrible 3 body

vy

Vypocitejte aktivitu zni¢eného reaktoru, jestlize ve vzdalenosti 5,00 km namérime 10000 castic
zareni za minutu na ctverecni decimetr. Neuvazujte vliv vzduchu ani okolniho prostredi.
Matéj chtel ddt jako vysledek 3,6 R.

Aktivita udavé pocet vyzarenych ¢éstic za jednotku ¢asu, dostdvame tedy

A= (10000min~"-dm~?) - 4n(5km)® = 5,24 - 10" s 7"

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha X.4 ... radiova-aktivita 3 body

O kolik procent se snizi radioaktivni zareni okolo znicené jaderné elektrarny, kdyz kolem ni
postavime 2,00 m tlusty sarkofag? Predpokladejte, ze 3,00 dm materidlu, ze kterého je sarkofag
postaven, zachyti priimérné 50,0 % zdreni. Matéj se boji o svoji bezpecnost.

Pres sarkofiag projde pouze
0,5%/%3 = 0,0098

z puvodniho zafeni. Radioaktivita tedy poklesne o 99,0 %. Dodejme, Ze sarkofdg je postaven
primarné proto, aby z elektrarny neunikal radioaktivni material do vzduchu.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
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FYKOS je také na Facebooku 3
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Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
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