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Uloha FoL.1 ... (snad uZ) jednoduché kladky 3 body

Méjme kladku a na lané zavésena zavazi dle obrazku. Predpoklddejme, Ze
lano i kladka jsou dokonalé a nehmotné, M = 2,0kg a m = 1,0kg. Jaké
bude zrychleni zavazi M smérem doli?

Lego chce zjistit, na jak jednoduchych kladkdch pohoti polovina tymai...

Lano aj kladka st nehmotné, takze sila, ktorou lano pésobi na obe zévazia
je rovnaka. Oznac¢me si ju T. Mo6zeme teda zostavit ststavu rovnic

aM =Mg—-T,
aom=mg—T,

M

kde zrychlenia st orientované smerom nadol.
Odc¢itame od seba rovnice a zaroven si uvedomime, Ze a1 = —az, pretoze lano je dokonalé,
a teda sa nepredlzuje. Dostavame

M-m . _
ay = mg =3,3m-s 2,
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha FoL.2 ... dvé& zapojeni 3 body

Legolas nasel hodné stejnych rezistoru, které zapojil sériové. V takovém zapojeni byl jejich
celkovy odpor Rg = 10,0k2. Poté se Legolas rozhodl rezistory prepojit paralelné a nameéril
odpor Rp = 1,002. Jaky je odpor jednoho rezistoru? Lego si udélal lego z rezistori.

Oznac¢me si hladany odpor jedného rezistora R a celkovy pocet rezistorov n. Potom dostdvame
rovnice

Vynésobenim tychto dvoch rovnic sa zbavime n a zostane nAm R? = RsRp, z ¢oho dostavame
vysledok R = +/RgRp = 100 2. Takychto rezistorov potrebujeme n = 100.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha FoL.3 ... kécime stromy 3 body

Jehli¢naty strom miize byt z mechanického hlediska aproximovan kolmym (nikoli komolgym,)
homogennim kuzelem s vyskou h = 40 m a polomérem podstavy r = 1,0m. O jaky tihel mizeme
vychylit osu kuzele od svislice, nez strom vlastni vahou zacne padat k zemi?

Dodo prokrastinoval na Youtube.

Teleso za¢ne padat, ked sa jeho tazisko dostane mimo podstavu. Tazisko kuZela sa nachddza vo
vyske h/4 nad zemou. Uhol, o ktory sa mdze strom vychylit, je rovnaky ako uhol medzi zvislicou
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a spojnicou taziska a okraja podstavy. Jeho velkost uré¢ime jednoducho ako tg® = teda

w7
® = arctg 4—[ = 5,7°. Ak sa strom vychyli viac, samovolne spadne.
Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha FoL.4 ... nejblizsi asteroid 3 body
Dne 16. srpna 2020 byl zaznamendn asteroid (pozdéji oznaceny 2020 QG), ktery prolétl (a byl

zpozorovan) doposud nejblize Zemi bez toho, aby doslo ke srézce. V nejblizsim misté se nachdzel
ve vzddlenosti pouhych 2950km nad zemskym povrchem a letél rychlosti v = 12,3km-s™'.
Kolikrat byla rychlost asteroidu vyssi, nez je tinikova rychlost vesc v této vysce nad Zemi? Jako

odpovéd chceme pomér v /vesc. Karel udélal ulohu z novinky na webu astro.cz.
Unikové rychlost je dana tym, Ze celkovd energia telesa v gravita¢nom poli je nulova, teda

1
—mo? —GMm =0
2 r

k]

kde M je hmotnost Zeme, G je gravitacna konstanta a v a r st postupne rychlost telesa a jeho
vzdialenost od stredu Zeme. Vyjadrenim rychlosti dostdvame vztah pre tnikovi rychlost

o _j2oM _ [eam
<~V “VER+w

kde sme za r dosadili siicet polomeru Zeme a vysky telesa nad povrchom. Podielom dostdvame

_ Rt
V/Vese = U M 1,33.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha FoL.5 ... nestabilni 3 body

Méjme kvadr s rozméry a = 20cm, b = 30 cm, ¢ = 50 cm a hustotou p = 620kg-m 3. Kvddr lezi
sténou s rozmeéry a a ¢ na podloZce v homogennim gravitacnim poli. Jaka je jeho stabilita pri
otaceni kolem hrany c? Stabilitou se mysli minimalni mnozstvi energie, které je potieba kvadru
dodat, aby se prevrhnul. Uvazujte g = 9,81 m-s~2. Dance padaly véci.

Aby sa kvader prevrhol, staci dostat jeho tazisko nad hranu c a trochu za nu. Tato zmena polohy
taziska vyzaduje zvysit potencidlnu energiu kvadra. Td mozeme pocitat ako zmenu potencidlnej
energie taziska. Polozime nulovd hladinu potencidlnej energie na droven podlozky. Na zaciatku
ma kvader potencidlnu energiu

b
E,, = pabcg§ .

Ked sa jeho tazisko bude nachiadzat nad hranou ¢, bude vo vyske h nad podlozkou, pricom

h:%\/a2+b2.
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Vtedy bude mat potencidlnu energiu
E,, = pabcgh .

Stabilita je rozdiel tychto dvoch energii, a tak dostavame

AE=FE,, —E,, =AE = %pabcg (\/a2 + b2 —b) =551J.

Stabilita kvadra je teda 5,5 J.

Uloha FoL.6 ... poistny vykon
Na svorky baterie je pres pojistku s maximalnim pripustnym
proudem In,.x = 500mA pripojena paralelni dvojice spotrebi-
¢l s odpory R1 = 500Q a Ry = 2000%2. Jaky nejvétsi vykon
miizeme z obvodu ziskat?

Dodo si musi ddvat na koleji pozor.

Medzi napatim a pridom plati Ohmov zdkon U = RI, kde R

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

3 body
Iimax
—
IS
— R1 R2

je celkovy odpor zapojenych spotrebicov. Celkovy odpor spotrebicov je pre paralelne zapojené

spotrebice dany ako
Ri1R>

= ——— =4009Q.
Ri+ R

Vykon spotrebicov uréime z napétia na nich a pradu, ktory nimi tecie, ako P = UI = RI>.
Pre maximélny vykon musi spotrebi¢mi tiect ¢o najvacsi prud, teda maximéalne prud prepélenia

poistky. Dosadenim dostavame vykon P = 100 W.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
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Uloha FoL.7 ... princ inkoustové krve 3 body

Kdyz Harry Potter zlobil, profesorka Umbridgeova ho potrestala tim, Ze jej nechala psat jeho
vlastni krvi. K zapséani malého pismena je pottreba priimérné 1,21yl krve. Skolni fdd m4 259
normostran, z nichz kazda obsahuje v priuméru 1488 pismen. Kazdé tricaté sedmé je vsak velké,
takze se na néj spotrebuje trikrat vice krve nez na normalni. Ma-li Harry 51 krve, kolik kopif
rfadu z néj bude mozné vyrobit? Jdchymout prisla celd knizni série znacné nelogickd.

Na kazdych 37 pismen ze skolniho fddu spotfebujeme tolik krve, jako kdybychom napsali 39
malych pismen. Ozna¢me tento pomér k = 39/37. Ostatni velidiny ze zaddni ozna¢ime popora-
dé V;, ns, np a V. Objem krve potifebny na napsani jedné kopie rddu bude

Vi = ngnpkVy .
Vysledny pocet knih spocitdme jako
Vi .
= ——7—=10,2.
ik nsnpkVp ’
Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
Uloha FoL.8 ... zpomaleny vlak 4 body

Pri prijezdu do stanice zacne vlak rovnomérné zpomalovat. Jeho brzdna drdha je s = 75m
a béhem predposledni sekundy pred zastavenim urazi vzdalenost | = 2,25 m. Jaka byla jeho
pocatecni rychlost vo pred zacatkem brzdéni? Verca vyuzila zpozdeni k vymyslent wloh.

Vlak se pohybuje rovnomérné zpomalenym pohybem a béhem predposledni sekundy urazi stej-
nou vzdalenost jako béhem druhé sekundy pfi zrychlovani se stejnym zrychlenim. Pro vétsi
nézornost Feseni si oznac¢ime pocatecni a koncovy cas predposledni, resp. druhé sekundy popo-
radé jako t; a to. Usek [ potom muzeme zapsat jako

1 1 1
l=at; — ~atf = —a(t; — t1) .

2 2 2
Vyjadrenim z této rovnice dostavame zrychleni vlaku
2
3t}

které pozdéji dosadime do vzorce pro celkovou urazenou drahu

1 5 103
:—t:——'
ST T o

Odtud uz ziskdme hledanou pavodni rychlost jako

41
’U():\/QGS: 27827
t2_t1
1

pricemz po dosazeni dostdviame hodnotu vo = 15m -s™ .

Veronika Hendrychovd
vercah@fykos.cz


mailto:tuaki@fykos.cz
mailto:vercah@fykos.cz

Fyziklani online X. roc¢nik 25. listopadu 2020

Uloha FoL.9 ... &erpame olej 4 body

Jaka bude tic¢innost cerpadla, pokud jim po pripojeni k efektivnimu sitovému napéti U = 230V
potece elektricky proud o efektivni hodnoté I = 125 mA ? Toto cerpadlo cerp4 olej o hustoté p =
=870kg-m ™3 pres tlakovy rozdil Ap = 120hPa s objemovym priitokem Q = 0,83ml-s™!.

Dodo si chtél poridit rotacni vjvévu.

Utinnost 71 je definovand ako podiel vykonanej uzito¢nej prace (v nasom pripade mechanickej
prace oproti tlakovej sile) k dodanej praci (elektromotorickej sily). Za ¢as t dod4 elektrickd siet
cerpadlu energiu o velkosti

W1 =UlIt.

T cerpadlo vyuzije na pretlacenie kvapaliny cez dany tlakovy rozdiel, ¢im vykond pracu dand
sucinom tlakovej sily F}, a drahy s, na ktorej tato sila posobila

Wa = Fps = SAps = ApV,

kde S je prierez cerpadla. Dréha s je vlastne dizka tseku tekutiny, ktora cez cerpadlo za cas t
pretiekla, teda V' = sS je preteceny objem. Po dosadeni tychto prac dostavame pre ucinnost
ApV  ApQ .
= —— = —— =0,00035
Ult Ul ’ ’
kde sme este vyuzili vatah pre prietok V = Qt. Uloha sa v druhej ¢asti taktiez da riesit pomocou
rozmerovej analyzy.

V tejto tlohe sme spravili pri dosddzani numerickd chybu. Rozhodli sme sa, ze nejférovejsie
rieSenie voci vSetkym tymom je, Ze nikomu nebudeme pocitat ziadne ziskané ani stratené body
za tuto ulohu. Ospravedlnujeme se vim za sposobené neprijemnosti.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha FoL.10 ... homogenni vzduch 4 body

Z pohledu klasické optiky je jakdakoli latka homogenni. My ale dnes vime, ze se sklada z céstic.
Urcete, kolik ¢dstic (molekul) vzduchu se za standardnich podminek nachdzi v krychli se stranou
délky odpovidajici vinové délce zluté D cary sodiku. Dodo zase nemohl usnout.

Vinova dizka éary D je priblizne A = 590 nm. Uréme najprv hmotnost vzduchu obsiahnutého
v nasej kocke

m=pV = p)\3 ,
kde p = 1,29kg-m ™2 je hustota vzduchu. Poéet ¢astic uréime pomocou strednej molarnej hmot-
nosti vzduchu My, = 29,0g-mol™" a Avogadrovho &isla Na = 6,022 - 102 mol ™" ako

mNa  pA°Na

N =
M M

=5 500 000.

V kocke so stranou o dizke zodpovedajicej vlnovej dizke sodikovej ciary sa teda nachadzaju
miliény molekul.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
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Uloha FoL.11 ... naSe staré hodiny 4 body

Nase staré hodiny jsou na baterku, jeji kapacita je E = 1,2 Wh. Hodinova rucicka ma délku r, =
=5 cm a minutovd ry, = 8 cm. Materidl davéa rucickdam délkovou hustotu 7 = 10 g-m ™. Ucinnost
hodinového strojku je n = 7%. Za jak dlouho se hodiny zastavi? Rucicky se otac¢i plynule a pri
klesani je veskera potencidlni energie ztracena.

Michal prisel pozdé kvili zpozdénym hodindm.

Ked sa rucicky otdcaju rovnomerne, strojéek ich nemusi nijako urychlovat, len pri ceste sme-
rom nahor musi kompenzovat gravitacnu silu. Pracu, ktort vykona strojcek pri jednom obehu
rucicky, teda moézeme spocitat ako rozdiel potencidlnej energie rucicky v najnizsej a najvyssej
polohe. Konkrétne pre minutovi rucicku plati

AFEwm = mgAh = rm7g (%n - 7;“) =ri7g.

Obdobne pre hodinovi ruéicku mame
AFE, = rﬁTg.

Nésledne si v zadani m6zeme vSimnuft, ze sa tam nepise o tom, na akom case hodiny zacinaju.
Na tom teda zrejme nezalezi a mézeme tym padom ,rozlozit“ tie zmeny energie, akoby bol vykon
hodin rovnomerny. Inymi slovami
AFEy, + AFEy,
3600s  12-3600s

Potom uz cas, ktory to baterka vydrzi, dostaneme ako

En . 4
t=— =47-10"h.
P

P=Py+P =

=1,7-100"W+5,7-107°W =1,8- 107" W.

Vidime, ze skutocne neprekaza, ze sme predpokladali, Ze vykon hodin je rovhomerny, nakolko
rozdiely vo vykone opakujice sa s periédou 12 h nemaju ako ovplyvnit vysledok v takomto rade.
Vidime teda zZe aj pri velmi malej ic¢innosti by hodinky vydrzat bezat cez 50 rokov.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha FoL.12 ... ech ech 4 body

Ve sveéte se rozsiril smrtelny virus, ktery ma pomérné dlouhou inkubacni dobu a uz nakazil
Jjednu desetitisicinu celé populace. Pilnym védeckym pracovnikim se zatim nepodarilo vyvinout
Iék, ale vyvinuli test, kterym lze zjistit, zda je dana osoba nakazena, ¢i nikoli. Tento test dava
pozitivni vysledek u 99,99 % nakazenych osob. Zdroveri davé falesny pozitivni vysledek u 0,03 %
zdravych osob. Zda se tedy, ze je to docela spolehlivy test. Zcela nahodné jsme vybrali jednoho
cloveéka a takto jej otestovali. Vysledek jeho testu je pozitivni. Jaka je pravdépodobnost, Ze je
tento ¢lovék nakazen? Matéjovi nebylo dobre na cviku ze statistické fyziky.

Pravdépodobnost, ze je ndhodny clovék nakazen, oznacme pn = 0,000 1, pravdépodobnost, ze
je zdravy, pz = 0,999 9. Déle oznacme jako pnn = 0,999 9 pravdépodobnost, ze nakazeny clovék
bude mit pozitivni test, a pravdépodobnost, ze bude mit pozitivni test zdravy clovék, jako
pzx = 0,000 3.
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Hledanou pravdépodobnost vypoc¢teme jakozto pomér vSech pripadi, kdy je nakazeny ¢lovek
spravné otestovdn (to vyjadifme jako souéin pnpnn ), ku poétu vSech pfipadi, kdy test dopadne
pozitivné, tedy spocteme vyraz

PNPNN 1

PNDNN +pzpzn 4
Naproti tomu, ze se test zdal byt docela spolehlivy, dostavame vysledek, ze ¢lovék s pozitivnim
testem m& jen 25% pravdépodobnost, Ze je nakazen. Takze se jesté vibec nemusi vzdavat
nadéje. . .

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.13 ... nerovnomdrné osvétleni 4 body

Danka sedéla u kruhového stolu s polomérem R = 1,0m a vsimla si, ze okraj stolu je mnohem
méné osvétleny nez stied. Jaky je rozdil v osvétleni stredu a okraje stolu, kdyz jediny zdroj
svétla v mistnosti je zarovka se svitivosti I = 120cd visici h = 1,5 m nad stredem stolu svitici
do vsech sméru stejné? Strop je cerny. Danka nevidéla na knihy.

Osvetlenie alebo intenzita osvetlenia E je fotometrickd veli¢ina definovand ako svetelny tok
dopadajici na jednotku plochy. Ak méame bodovy zdroj svetla so svietivostou I, ktorého vzdi-
alenost od osvetlovanej plochy je r, potom intenzitu osvetlenia tejto plochy spocitame ako

I
E = — cosa,
T

kde « je uhol medzi norméalou plochy a smerom dopadajtcich licov. V pripade vypoctu osvet-
lenia stredu stola dopadajui svetelné lice na plochu kolmo, teda cos @ = 1. Pri dopade lacov na

okraj stola plati pre uhol «
h

VTR

Cosa =

Okraj stola je od ziarovky vzdialeny

l=+R?+h2.

Potom rozdiel intenzity osvetlenia medzi stredom a okrajom stola spocitame ako

spo L
_h2 R2+h2 h2+R2,
sE=1| LM = 2261x.

h2 (R? + hQ)%
Rozdiel v osvetleni stredu a okraja stola je priblizne 22,6 Ix.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz
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Uloha FoL.14 ... podzim ve vlaku 4 body

Vv,

sklon a = 1,75°. Po prekondni prevyseni vlak dorazi do stanice, jejiz koleje jsou vodorovné, ale
taktéz namrzlé. Na jaké nejkratsi vzdélenosti dokdze vlak zastavit z rychlosti v = 52km-h™1?
Dodo cekal na vlak.

Pri stpani je nutné splnit podmienku statického trenia Fy < fF,. Ak na vlak pésobi len tiazova
sila Fg, dostavame pre zlozky F; = Fgsina, resp. F, = Fg cosa, ¢o ndm zviaze sklon svahu
a koeficient trenia zndmym vztahom tga < f.

V pripade brzdenia zrychlenim a je najvyssia pripustnd trecia sila pred prekiznutim kolies
danad obdobnou podmienkou, kde F,, = Fg a Fy = ma, kedZze prave trecia sila brzdi pohyb.
Vyuzitim podmienky na zaciatku riesenia dostavame a < fg, kde g je tiazové zrychlenie. Na
najkratsej moznej drahe vlak zastane pouzitim najvécsieho mozného zrychlenia a = fg = gtga,
pricom zastane na drahe

1 v? 02 .
= —at’ = — = = 348 m.
5= 2a  2gtga 348m
Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
Uloha FoL.15 ... sila vodopadu 4 body

Vodopéd o vysce h = 30 m m4 priitok Q = 1,2m?.s™1. Jakou celkovou silou piisobi voda na dno
pod vodopadem? Voda po dopadu rychle odtéka a hloubka pod vodopddem je zanedbatelna.
Dodo vzpomind na Plitvice.

Pri rieseni vyuzijeme Newtonov zdkon sily vo vSeobecnom tvare znamy aj ako prva impulzova
veta d
p
F=—
dt
ktora hovori, Ze sila je dand zmenou hybnosti za ¢as. Za ¢as dt dno spomali padajicu vodu
s hmotnostou dm = pdV = pQ dt z rychlosti dopadu v na nulovi rychlost. Rychlost dopadu

ur¢ime z porovnania kinetickej a potencidlnej energie telesa v homogénnom gravitacnom poli
1 9
mghzimv , v =1/2gh,
kde g je tiazové zrychlenie. Po dosadeni dostavame silu

dp wvdm wvpQdt .
at -~ at ar ~ PRV =29

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
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Uloha FoL.16 ... spalujeme uhli 4 body

V uzavrené nadobé o objemu V = 201 naplnéné vzduchem spalime m = 213 mg cistého uhliku.
Po vyrovnani teploty v nddobé s okolim v ni zmérime tlak. Kolikrat bude tento tlak vyssi
v porovnani s tlakem pred spalenim? Dodo chtel byt trochu zdkerny.

Pri horeni uhliku v prostredi s dostatkom kyslika prebieha chemicka reakcia podla rovnice
C+ 0y — CO,.

Kedze uhlik je pevné latka, dochadza k premene jedného molu plynu na jeden mol iného plynu.
Ak predpokladdame, ze ide o idedlny plyn, pred reakciou a aj po dosiahnuti rovnovnovahy musi
platit stavova rovnica idedlneho plynu

pV =nRT,

kde sa nezmenil ani objem V, ani teplota 7" v rovnovéahe s okolim, ani latkové mnozstvo n. Preto
sa nemohol zmenit ani tlak. Odpoved na otdzku v zadani je teda p/po = 1. Mali by sme eSte
overit, ¢i je v nddobe dostato¢né mnozstvo kyslika. Pri izbovych podmienkach zabera mol plynu
asi 241, preto je v nadobe asi 0,2mol molekul kyslika. Nami spalovanému uhliku zodpoveda
latkové mnozstvo n = m/M,, =~ 0,02 mol. Nachddza sa teda v dostato¢nom prebytku vzduchu.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha FoL.17 ... tepla a skupenstvi 4 body

Kolikrat vétsi teplo musime dodat ledu na to, aby se vyvaril, ve srovnani s tim, kdyz bychom
ho chtéli jenom nechat roztat? Led, o ktery se zajimame, vytahujeme z mrazaku o teploté t =
= —18°C pri bézném atmosférickém tlaku. Soustredime se na stavy, kdy led pravé roztal na
vodu o teploté 0 °C a poté kdy se veskerd tato voda preménila na pdru teploty 100 °C.

Karel premyslel nad tim, jak se dd oparit nad rychlovarnou konvici.

Rozdélme déje na Ctyri ¢asti. Oznaéme Q1 teplo potiebné pro ohrdti ledu na 0°C (o Aty =
= 18°C). Pro jeho vypocet pouzijeme rovnici Q1 = mcoAt1, kde m je hmotnost ledu a kde
jako mérnou tepelnou kapacitu pouzijeme tu pro led.

Déle Q2 je teplo potfebné pro pfeménu ledu na vodu pii 0 °C. Vypocitdme ho podle vzorce
Q2 = ml1, kde pouzijeme mérné skupenské teplo téni (koneckoncl se o tanf jednd).

Teplo potiebné pro ohtati vody z 0°C na 100°C (o Aty = 100 °C) oznadime Q3. Pro jeho
vypocet pouZijeme analogickou rovnici jako pro Qi ¢ili Qs = mcAts. Zde jsme ale pouzili
meérnou tepelnou kapacitu vody a jiny rozdil teplot.

Nakonec Q4 bude teplo potiebné pro preménu vody na vodni paru pfi 100 °C. Vypocet je
analogicky vypoctu Q2, opét ale pouzijeme jiné mérné skupenské teplo, tentokrat vyparovani
(pfecijen pii tomto déji o vypafovani jde). Rovnice je tedy tvaru Q4 = mls.

Kdyz se nyni zadivame na déje pozorné, zjistime, ze Qv = Q1 + Q2 + Q3 + Q4 a ze Q¢ =
= Q1 + Q2. Celkové po vykriceni m mame

Q: coAt1 + 1

Qv _ oAt +li +cAla+ 1o
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Po dosazeni zjistujeme, Ze na vyvareni ledu musime dodat 8,21-krdt vice tepla nez na jeho
zkapalnéni.

Katerina Fatkovd
katka@fykos.cz

Uloha FoL.18 ... vaiime 4 body

Danka dala vafit vodu s teplotou Top = 25°C a objemem V = 1,51 do hrnce o stejné teploté
na plotnu s prikonem P = 1200 W. Uéinnost ohievu vody s hrncem (kolik tepla se predd hrnci
s vodou) je n = 0,69 a tepelnd kapacita hrnce je C' = 500 J-K~1. Jak dlouho musi Danka cekat,
nez se voda zacne varit? Potrebné konstanty si najdéte v tabulkach.

Danka musela dlouho cekat pri varend.

Nech je hustota vody p = 1000kg-m~3, merné tepelna kapacita vody ¢, = 4180 J-kg - K~!
a Ty, = 100°C teplota varu vody. Teplo @, ktoré musime dodat ststave hrniec a voda na
uvedenie vody do varu, je rovné

Q = VpCV (Tv — To) + C(TV — To) .

Toto teplo je dodané platniou za Cas t a plati

Q=nPt.
Teda

nPt = (Tv — To) (Vpcy + C)

Odtial vyjadrime cas

(Tv — To) (Vpey + C)
nP

t= = 613s ~ 10min.

Danka bude cakat na zovretie vody priblizne 10 mindt.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha FoL.19 ... vnitini odpor 4 body

Pripojime-li k neidedlnimu zdroji stejnosmérného elektrického napéti dva sériové spojené shodné
rezistory, je dcinnost tohoto zdroje 0,87. Urcete jeho dcinnost (jako podil vykonu na pripojené
z4tézi k celkovému vykonu), jestlize spojeni rezistorii zménime na paralelni. Zkoumany zdroj
idealizujeme jako tvrdy zdroj napéti se sériove zapojenym vnitrnim odporem.

Matej chtel na nécem usetrit — tak zkusil elektrinu.

Uéinnost zdroje vypoéitdme jako podil celkového vykonu ku vykonu na pfipojenych rezistorech.
Pro vykon pouzijeme vztah P = RI?, kde I je proud prochizejici rezistorem o odporu R.
Oznacime-li R; vnitini odpor zdroje a R celkovy odpor dvou sériové spojenych rezistort, pak
pro ucinnost pri sériovém spojeni plati
_ RI* R
M= R+R)2 R+R;’
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kde jsme vyuzili faktu, Ze pfi sériovém zapojeni je proud vSude stejny. Z rovnice plyne

1—m
Ri=R—1
m
Paralelni zapojeni dvou rezistorii muzeme nahradit jednim rezistorem o polovi¢nim odporu.
Tj. dva stejné paralelné zapojené rezistory maji ctyrikrat mensi odpor, nez pfi sériovém zapo-
jeni. Pro ic¢innost prfi paralelnim spojeni rezistori pak dostaneme

i _ 4§ __R____R___ _m
(8+R)1? Z+R~ R+4R R+4RED T~ 4-3n

N2 = = 0,626,

kde jsme dosadili vztah pro R;.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.20 ... voroplavba 4 body

Vor se sklada z dvanacti drevénych valcovych klad dlouhych | = 8,00m, z nichz kazdd ma&
polomér r = 12,0cm. S nakladem o hmotnosti m = 70kg plave vor na vodé tak, ze klady
precnivaji o s = 3,0 cm nad hladinu. Jaka je hustota pouzitého dreva?

Jarda premyslel, jak vylepsit vijlet na vodu.

Tiaz celej plte (voru) aj s ndkladom musi vyrovnat vztlakova sila dand podla Archimedovho
zékona ako tiaz vody vytlacenej ponorenou castou telesa

Fyvz = Vopoyg,

kde po je hustota vody, g tiazové zrychlenie a V, objem ponorenej Casti plte. Pre tiazovi silu
méame s pouzitim vztahu pre objem valca

Fa =mg+ Vpg = mg + 12nr2lpg,

kde p je hustota dreva. Zostava vyjadrit objem ponorenej casti plte. Z geometrického hladiska
ide o siibor dvanastich telies, ktoré vznikli zrezanim valca kolmo na jeho podstavu. Podstavu
kazdého takého telesa tvori kruhova tise¢ s plochou S. Tuto plochu mézeme zo zadanych veli¢in
vyjadrit pomocou MF tabuliek ako

S:rzarccosr;h—(1"—h)V2hr—hQ7

kde h = 2r — s. Po dosadeni dostdvame objem ponorenej ¢asti ako V}, = 1251 = 4,03 m®.
Ak porovname hore uvedené sily a vyjadrime hustotu dreva, dostaneme

_ Po Vo —m
127r2]
Ide teda o drevo s pomerne vysokou hustotou, avSsak aj napriek tomu na nom dokazeme plavat
s pomerne velkou rezervou. Na unesenie jedného c¢loveka by dokonca za danych podmienok
stadila jedind klada s hustotou p = 730 kg-m 3.

= 910kg'm™>.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
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Uloha FoL.21 ... zahadna kulicka 4 body

Na nehmotné pruzince mame zavéSenou kulicku neznamé hmotnosti a slozeni o poloméru r =
= 2,0cm. Pii ponofeni do vody o hustoté p = 1000kg - m™* se prodlouzeni pruZinky zmensf
na 80% své hodnoty pred ponofenim. Jakd je hmotnost kulicky?

Verca vzpominala na experimenty na stredni.

Rozdil v prodlouzeni pruzinky je zptusobeny vztlakovou silou plisobici na kulicku ve vodé. Pu-
sobici sily mtizeme zapsat jako
078FG == FG - sz,

kde Fg je tihova sila a F, sila vztlakova. Ted uz jen zbyva sily rozepsat podle vzorce a vyjadrit
hmotnost m jako

0,8mg =mg —Vpg,

m=—mr’p
3 .

Po dosazeni hodnot vychézi hmotnost kulicky zhruba m = 168 g.

Veronika Hendrychovd
vercah@fykos.cz

Uloha FoL.22 ... osvétlena 5 bodil

Danka sedéla ve vlaku budoucnosti, ktery jel konstantni rychlosti v = 1,0 - 10° km-s~'. Traf
vlaku byla kolma na dlouhou piimou silnici, podél niz byly lampy ve vzdjemné vzdalenosti | =
= 5,0m. Danka projela krizovatkou koleji a silnice. V soustavé spojené s krajinou se vsechny
lampy najednou rozsvitily, kdyz se vlak nachdzel ve vzdalenosti do = 2,0km od kriZovatky.
Oznac¢me indexem 0 lampu primo na krizovatce. Jaky cas uplyne Dance mezi tim, nez uvidi
rozsvitit sa lampu s indexem 100 od doby, kdy k ni dorazilo svétlo z lampy s indexem 07
Uvazujte presnou rychlost svétla. Danka cestovala viakem.

K Danke doleti svetlo z lampy s indexom 0 za Cas to. Danka bude v tej chvili vo vzdialenos-
ti do 4+ vto od krizovatky. Pre Cas tp potom plati

do

c—v’

to =

Oznacme ti199 dobu, za ktort doleti svetlo z lampy s indexom 100 k Danke a r vzdialenost
lampy od miesta, v ktorom sa bude Danka nachddzat v ¢ase t190. Plati

r = \/n212 + (do + vt100)?,

kde n = 100. Potom

o \/n2l2 + (do + 1)75100)2

tioo = — =
c

c
Tuto rovnicu upravime na kvadratickd rovnicu pre t100, ktorej rieSenie je

vdo £ \/c2d02 + (¢ — v?) n?l?

2 — 2

t100
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Fyzikélne sprévne je riesenie s kladnym znamienkom. Dalej spoéitame rozdiel At = ti00 — to
a dostdvame At = 2,06 - 10™"s. Tento asovy rozdiel je ale spojeny s krajinou, voéi ktorej sa
Danka pohybuje. Cas musime transformovat do stistavy spojenej s vlakom (oznaéime &arkou),
v ktorej sa Danka nepohybuje a jej vlastny ¢as je tak rovny siradnicovému ¢asu t'. Vyjdeme
z opacného transformacného vztahu ¢ — ¢

t:'y(c%x/-i-t’) ,

kde v je vzdjomna rychlost sustav, v = a kedZe v ststave spojenej s vlakom je Danka

_22

2
¢
na konstantnej stradnici 2’, dostdvame pre rozdiel asov

At = %Ati 1,94-107"s.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha FoL.23 ... klubi¢ko 5 bodii

Anicka si hraje s klubickem ve tvaru koule o poloméru R = 5cm, které je tvoreno provizkem
o délce | = 100m. Anicka stoji na naklonéné roviné se sklonem o = 3°. Kopne do klubicka
primo proti svahu, ale konec provazku klubicka je v pocatecnim misté zasekly, a tak se klubicko
pri svém valeni rozmotava, dokud se nerozmot4 tiplné. Nakonec zistane na svahu lezet pouze
rovny provazek. Jakou minimalni pocatecni rychlost muselo klubicko mit?

Matéj si cetl détskou knizku.

viné jeho délky, tedy ve vysce %sin a. Na pocatku je tézisté klubicka ve vysce R cosa. Zména
potencidlni energie je tedy AE = Mg (é sina — R cos a). Oznac¢me rychlost kopnuti v. Na

2
pocatku ma klubicko transla¢ni kinetickou energii %M v? a rota¢ni kinetickou energii %J B2
kde J = %M R?. Dostavime

1.5 1. 5 7 2
AE = =Mv® + =Mv? = —M

g M+ g Mun =g M,

M (isina—Rcosa) = 7Mv2

I\2 T

v= \/579 (Isina —2Rcosa) = 6,00m-s™" .

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.24 ... cestovatelska 5 bodil

Cestovatel potrebuje stihnout vlak a nemd na to moc casu. Stanice je od néj vzdilend s =
= 1000m, on ale stoji v poli, kterym se zvlddne prodirat rychlosti jen v, = 3,0 km-h™!. Ke
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stanici nastésti vede silnice, po které zvlddne klusat rychlosti vs = 7,0km-h~!. Silnice je od
cestovatele vzdalend | = 600m. Pod jakym thlem a od kolmice se silnici je pro cestovatele
nejvyhodnéjsi se vydat, aby na stanici dorazil co nejdrive? Verca jela na c¢undr.

Nejprve vyjadiime dobu cesty v zavislosti na tthlu « a ostatnich parametrech jako

l +\/32—l2—ltga

Up COS (¢ Vs

t=

Abychom dostali minimélni ¢as, rovnici zderivujeme podle a a vyraz polozime roven nule

dt 1 sin av l 1

da vp cosPa wvs cos?a -
Z toho uz vyjéddiime hledany thel jako o = arcsin (vp /vs) = 25,4°.

Veronika Hendrychovd
vercah@fykos.cz

Uloha FoL.25 ... deskovy kondenzator jinak 5 bodi

Méjme kondenzdtor tvoreny étvercovou vodivou deskou o ploe S = 6,0cm? a rovnobéznou
nekonecné velkou uzemnénou rovinnou vodivou deskou ve vzdalenosti d = 1,1 mm. Jaka je
kapacita tohoto kondenzatoru, je-li definovana jako podil naboje na étvercové desce a napéti
mezi deskou a rovinou?

Puvodné mel Vasek prichystany kondenzdtor s nekonecnou kapacitou.

Obé vodivé desky tvofi ekvipotencidlni plochy, a jak je u uzemnéného vodice zvykem, volime
na ném elektrostaticky potencidl ¢ nulovy. Necht je ¢tvercova deska nabita niabojem @ a je
na ni elektrostaticky potencidl ¢,. Hledame-li elektrostaticky potencidl v poloprostoru, ktery
obsahuje ¢tvercovou desku a je ohranic¢en deskou nekone¢nou (nazvéme ho pravy poloprostor),
redukuje se problém na feseni Poissonovy rovnice

Ap=-L (1)
€o

v daném poloprostoru s okrajovou podminkou ¢ = 0 na nekonecné desce, kde p je nabojova
hustota a ¢ je permitivita vakua. Ulohy tohoto typu se casto tesi metodou zrcadleni. Na ne-
kone¢nou desku budeme nahlizet jako na rovinu zrcadleni. Jestlize vSechny naboje v pravém
poloprostoru zobrazime ptes rovinu zrcadleni do levého poloprostoru a zménime jim znaménko,
dostaneme novou elektrostatickou ilohu, jejiz feseni v pravém poloprostoru je shodné s fesenim
puvodni ilohy na pravém poloprostoru. Poznamenejme, ze zrcadleni a zména znaménka néboje
zpusobi, Ze na roviné zrcadleni bude nulovy ndboj. To celkové zpusobi, Ze nadbojova hustota p
je antisymetrickd pri zrcadleni pres rovinu zrcadleni. Z linearity Poissonovy rovnice ([ll) plyne,
ze existuje potencidl ¢, ktery je antisymetricky pfi zrcadleni a stejné jako ndbojova hustota p

je nulovy na roviné zrcadleni. Tim jsme si vysvétlili princip metody zrcadleni.
V nasem konkrétnim pripadé ndm tato metoda dava elektrostatickou tilohu se dvéma iden-
tickymi ¢tvercovymi deskami ve vzajemné vzdélenosti 2d, z nichz na jedné je potencial ¢, a nese
naboj @, druhd mé potencidl —¢, a jeji ndboj je —Q. Tyto desky dohromady tvoii deskovy
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kondenzator, ktery mé dvojnasobnou kapacitu oproti naSemu puvodnimu kondenzatoru, nebot
podle definice ze zadani m&a nas ptuvodni kondenzator kapacitu

c=2
Pr
a nas mysleny deskovy kondenzator ma kapacitu
o_Q _cC
20, 2

Vzhledem k tomu, Ze vzajemna vzdalenost desek v tomto deskovém kondenzatoru 2d je radové
mensi nez jejich charakteristicky rozmér v/S, mtzeme kapacitu C’ aproximovat piibliznym
vztahem

Sos
c'===.
2d
Kapacita kondenzatoru ze zadani je pak
805
C=—.
d

Po ¢iselném dosazeni hodnot ze zadani dostdvame C = 4,8 pF.

Viclav Mikeska

v.mikeska@fykos.cz

Uloha FoL.26 ... kmitajici obrué 5 bodl

Méjme dvé stejné obruce s polomérem R = 1,0m, pricemz horni je
pevné uchycena a spodni je k té horni privazana nékolika nehmot-
nymi lanky tak, ze vSechna jsou dlouhd | = 2,0m a visi svisle doli.
Necht mé& spodni obru¢ hmotnost m = 1,0kg. KdyZ s ni trochu poo-
tocime, jakou bude mit periodu malych kmiti?

Lego upravil matematickou ulohu na fyzikdlni.

s
9%
I

()
,,,03’3‘3’3‘3*3'3’&2«
/)

Ako je to vo fyzike takmer so vsetkym, aj periédu malych kmitov

OO
JSSEA
mozno vypocitat viacerymi sposobmi. Tu si ukazeme jeden z tych ‘

4
i vyt i /D
sice menej znamych, ale velmi efektivnych.

Postup spociva v tom, ze si vyjadrime energiu nésho systému ako sicet kinetickej a po-
tencidlnej energie. Ako premennt, ktorda bude v tychto vztahoch vystupovat, si zvolime uhol
pootocenia z rovnovaznej polohy .

Kinetickd energia je jednoducho

1 1 .
Ey = §Iw2 = imRzgoz.

S potencidlnou energiou je to trochu zlozitejsie. Ak je uhol ¢ dostato¢ne maly, mbézeme pred-
pokladat, ze body, v ktorych st lanka uchytené, sa posunuli oproti svojim pévodnym poloham
o Rp. Z Pytagorovej vety potom dostavame novi vzdialenost medzi obru¢ami ako /12 — R2¢?2.
To za predpokladu, ze Ry < | mbézeme upravit ako

RSD 2N 1 @)2 B R2§02
ll(l)wl<1 2(1 =1 20
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Cize oproti svojej nevychylenej polohe (I pod hornou obrucou) sa spodné obru¢ zdvihla o

R2 (p?
Ah = .
21
Zmena potencidlnej energie je potom
1 2
E, = mgAh = 5% 2.

Pripomenme si, ze pre linedrny harmonicky oscildtor (hmotny bod na pruzinke) je kinetickd
a potencidna energia dana ako

1
By = 5mj;z,
E, = %kﬁ

Periéda kmitov je potom T = 2ny/m/k. Zostdva si vSimnuat, Ze nami odvodené vztahy pre
energiu nésho systému maji rovnaky tvar, ako tie pre LHO (jediny rozdiel je v tom, ze ako
premennd v nich vystupuje uhol a nie poloha, to vSak nie je problém). Oznadime si teda vyrazy
stojace na mieste m a k ako mer resp. ker a dosadime do vztahu pre periédy malych kmitov.

Dostéavame
2
AT LT S 1 Sy L Y
kef mglR g

Niezeby sa tento vysledok nedal odhadnit rovno. ..

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha FoL.27 ... kmitava 5 bodii

Méjme homogenni ¢tvercovou desku o délce strany 1m. Vyvrtdme do ni dirku, za kterou ji
povésime na hrebik ve zdi a nechdme kmitat v roviné ctverce. V jaké vzdéalenosti od stredu
desky se musi dira nachdzet, aby frekvence malych kmitii byla co nejvyssi?

Matéjovi zbyl kus plechu a nevédel, co s nim.

Pouzijeme vzorec pro fyzické kyvadlo

mgl

J )

setrvacnosti Ctverce vici ose otdceni. Ten vypocitdme podle Steinerovy véty, nebot zndme mo-

ment setrvacnosti ¢tverce vuci tézisti Jo = éma2, kde a je strana ¢tverce. Pro hledany moment
vUc¢i ose otaceni proto miuzeme psat

J:Jo+ml2:éma2+m12.
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Uhlova rychlost bude
2 gl

- éa2—|—l2.

Derivaci tohoto vyrazu podle [ polozime rovnou nule. Ptislusna rovnice méa tvar

g (%Lf + l2) = 2912 =0,

odkud uz ziskdvame vyslednou vzdalenost

1 .
l=—a=0,408m.
V6

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha FoL.28 ... lego kocky 1.0 4 body

Mame dva kvadriky polozené na sobé, spodni ma hmotnost M = 2,0kg, vrchni m = 1,0kg.
Koeficient treni mezi spodnim a podlozkou je 0, koeficient statického treni mezi kvadriky je fs =
= 0,50, koeficient dynamického treni mezi kvadriky je fq4 = 0,20. Jak velkou silou ve vodorovném
sméru musime piisobit na spodni kvadiik, aby zrychloval se zrychlenim a = 10m-s~2?

Lego pomdhal kamarddce s fyzikou, tak si alespon vzal ndpady na ilohy.

Maximalna sila, akou je schopny spodny kvader pdsobit na vrchny je Fmax = mgfs = 5N. Pri
tejto sile by vrchny kvéder zrychloval so zrychlenim amax = Finax/m = 5m-s~2, ¢o je menej nez
zadanim pozadované zrychlenie spodného kvadra. Takze sa po sebe urcite buda Smykat, a teda
nas bude zaujimat dynamické trenie.

Velkost trecej sily, akou na seba budu kvadre posobit, bude teda jednoducho Fy = mgfa.
Teda ked si oznac¢ime silu, ktorou na spodny kvader posobime F', jeho vysledné zrychlenie bude

_ F—mgfa
a= % .

Zostava si vyjadrit F' = aM + mgfq = 22 N.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha FoL.29 ... lego kocky 2.0 5 bodu

Mame 2 kvadriky polozené na sobé€, spodni ma hmotnost M = 2,0kg, vrchni m = 1,0kg.
Koeficient treni mezi spodnim a podlozkou je 0, koeficient statického treni mezi kvadriky je fs =
= 0,50, koeficient dynamického treni mezi kvadriky je fq4 = 0,20. Jak velkou silou ve vodorovném
sméru musime piisobit na spodni kvidiik, aby zrychloval se zrychlenim a = 1,0m-s~2?

Lego pomdhal kamardtke s fyzikou, tak si asporni zobral ndpady na tlohy.

Horny kvader zrejme nebude zrychlovat viac nez spodny, takze maximélne so zrychlenim a. Na
to je potrebné sila am = 1 N.
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Maximalna sila, akou je schopny spodny kvader pésobit na vrchny je Fiax = mgfs = 5N,
¢o je viac ako je potrebné, takze horny kvader bude tiez zrychlovat so zrychlenim velkosti a.

Teraz je jednou z moznosti odratat silu, ktorou musi spodny kviader na ten horny posobit,
od sily, ktorou nan pdésobime my. Alebo si sta¢i uvedomit, ze kvidre sa v tomto pripade budiu
spravat ako jedno teleso, Cize plati

o F
C M+4m’
Zostéva si vyjadrit F = (M +m)a = 3,0N.
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha FoL.30 ... narazovy urychlovaé 5 bodu

Maéme za sebou na primce v klidu velmi velké mnozstvi hmotnych bodu, pri¢emz prvni ma
hmotnost Mo = 1,0kg a kazdy dalsi md 70 % hmotnosti predchoziho. Prvnimu udélime kine-
tickou energii Fy = 50J a miti smérem ke druhému. Body se naprosto elasticky srazi. Rychlost
kterého hmotného bodu jako prvni presahne setinu rychlosti svétla? Pocitejte nerelativisticky.

Jarda chtel vylepsit CERN.

Pii dokonale elastickych srazkach plati zakon zachovani hybnosti
Mu = Mvy + mom

a zédkon zachovani kinetické energie
1 1 1
§MU2 = 5]\/["012\4 + imfu?% ,

kde M je hmotnost tezsitho bodu, m = 0,7M je hmotnost leh¢iho bodu, u je rychlost tézsiho
bodu pred srazkou, vas je jeho rychlost po srazce a vy, je rychlost leh¢iho bodu po srazce. Prave
tuto rychlost z uvedenych rovnic vyjadiime jako

oM 2
M+m 1,7

Um =

Vidime, Ze rychlost néjakého bodu po srézce je pouze nasobkem rychlosti predchoziho bodu.
Po n srdzkach je rychlost posledniho (nejrychlejstho) bodu

j— 2 !
Umax = 1’7 Uuo ,

Uy = QVES =10m-s~*

je rychlost prvniho bodu pred prvni srazkou. Do rovnice dosadime za rychlost vmax a vyjadiime
n jako
0,01c
In (%7°)
2

In ()

kde

n= =77,6.
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Pro potadové ¢islo bodu, ktery jako prvni presdhne setinu rychlosti svétla, musime n zaokrouh-
lit nahoru a pfi¢ist k nému jedna (k n-tému bodu se dostaneme po (n — 1) srdzkédch), éimz
dostaneme 79.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha FoL.31 ... naskoé&! 5 bodil

Na zemi lezi dostatecné velky kvadr s hmotnosti M = 32,5kg. Hodime na néj mensi kvadrik
o hmotnosti m = 11,7kg tak, Ze pri dopadu bude mit skoro nulovou vertikalni slozku rychlosti,
zatimco ta horizontdlni bude v = 19,2m-s~*. Tieci koeficient mezi velkym kvadrem a zemi
je fi = 0,13, mezi obéma kvadry je fo = 0,69 . Jakou celkovou drahu urazi velky kvadr?
Jdchym premyslel, kde vsude se dd pristdt s letadlem.

Dokud se rychlost malého kvadru nevyrovna rychlosti spodniho kvadru, jejiz velikost si v tomto
okamziku oznaéime jako v1, bude na maly kvadr pisobit t¥ec sila famg. Cas, ve kterém k tomu
dojde, bude t1. Z velikosti této sily vyplyva zrychleni az = — fag.

Maly kvadr stejné velkou treci silou pusobi na velky, na ktery déle ptsobi jesté treci sila
mezi nim a zemi, jejiz velikost bude fi (m + M) g. Ta jej zpomaluje, zatimco sila od malého
kvadru jej urychluje. Celkové tak na né&j pasobi zrychleni

_ fomg—fi(m+ M)g
1= Vi ,
¢ili jeho rychlost v case t; bude v1 = aiti. Pro maly kvadr naopak plati v1 = v + asti1; z této
rovnosti si mizeme vyjadrit cas

4 = v _ Mv
YTai—a (-f)(m+ Mg

Velky kvadr béhem néj urazi vzdalenost

1
r1 = Qalt% .
Po zbytek drahy se oba kvadry pohybuji jako jedno téleso, takZe na né pusobi zrychleni ag =

= —f1g. Z rychlosti v1 zpomali na nulu za cas

U1 a1t1
3= ——=——=,
as as
Pritom prekona vzdalenost
1 2 1 2 a%t%
xr3 = vit3 + —ast; = —<azt; = ———.
3 113 2 303 ) 303 2(13

Celkova urazend vzdalenost bude
1 alt? 1 a
r=x1 +x3 = ialtf — 21%1 = Ealt% (1 — a—;) =
mu? fam — fr (m+ M)

= S m 13D Fu (fo— f) (m+ a0y 200™

Jdachym Bartik
tuaki@fykos.cz
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Uloha FoL.32 ... odporny pist 5 bodu

V tepelné izolovaném vélci o vnitinim priifezu S = 500cm? a vysce | = 50cm je rezistor
s odporem R = 1209. Ve vilci je vzduch s teplotou Ty = 20°C a tlakem po = 101kPa, ktery
je i v okoli valce. Do rezistoru pustime proud I = 200 mA. Jedna podstava valce povoli, pokud
na ni pusobi sila F = 500 N. Za jak dlouho tato podstava povoli?

Jarda chtel néco rozbit vzduchem.

Na to, aby podstava povolila, musi byt rozdiel tlakov

Ap==.
P=73
Vonku aj vnutri je na zaciatku tlak po. Tlak viitri teda musi sttipnut na po+ Ap, ¢ize 1+ Ap/po
nésobne. KedZe sa ide o izochoricky dej, znamen4 to, Ze presne tolkokrat musi vzrast teplota.
Rezistor zohrieva vzduch vykonom P = I?R. Ako sme uz spominali, bude ide o izochoricky
dej, a teda celd tato energia sa spotrebuje na zvysenie vnitornej energie plynu. Teda

Q =AU,
I’Rt = mev AT,

kde m je hmotnost plynu, ktory zahrievame, cy je jeho merné tepelnd kapacita pri stdlom
objeme, ¢o je pre vzduch priblizne 0,72kJ-kg™'-K~!, a AT je rozdiel tepldt na konci a zadiatku
procesu. Spocitali sme si, ze teplota musi vzrast 1 + Ap/po ndsobne, ¢ize o AT = ToAp/po.
Zostéava urcit hmotnost vzduchu zavretého vo valci. Kedze ten mal na zaciatku atmosfericky
tlak a izbovii teplotu, stadf pouzit m = pV = pSi, kde p = 1,20 kg-m 3. Ni¢ ndm teda uz nebrani
vyjadrit si potrebny cas
_ pSlev o pleyToF
o SpoIQR B poI2R

= 130s.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha FoL.33 ... 4D draténka 5 bodii

Urcete odpor mezi dvéma sousednimi vrcholy ¢tyrdimenziondlni draténé krychle. Kazda hrana
této krychle ma odpor R = 1000 (2.
Karel se zamgslel nad vicedimenziondlnimsi rozpoctovymi problémy.

4D kocku si mézeme predstavit ako dve 3D kocky, ktorych prislusné vrcholy si spojené. Dva
susedné vrcholy 4D kocky st teda napriklad aj dva vrcholy, ktoré susedia v 4D kocke, ale lezia
v dvoch roznych 3D kockach. Podme si teda rozobraf, akymi vSetkymi spésobmi sa vie dostat
prad z jedného vrcholu (ozna¢ime si ho A) do druhého (Z).

Prva moznost je prirodzene po tej hrane, ktord ich spaja. Vtedy mu stoji v ceste odpor R.
Tato moznost je ocividne paralelnd k celému zvysku.

Ked nejde priad z A po hrane spajajicej 3D kocky, musi ist nutne po hrane 3D kocky az do
nejakého bodu, ktory v ramci tejto kocky susedi s A. Tieto body st 3 a je zrejmé, Ze v nasej ilohe
uplne zamenitelné. Pouzijeme teda klasicky trik a predstavime si, Ze su tieto body dokonale
vodivo spojené (kedZe tymito spojmi aj tak ni¢ nepoteéie), a oznac¢ime ich teda za jeden bod B.
Z A do B sa teda vieme dostat tromi réznymi rezistormi s odporom R, takze odpor medzi A
a B zistime z paralelného zapojenia (rdtajme vSeobecne pre n rovnakych paralelne zapojenych
vodidov)

Rin =n- % = R,= B .
Pre n = 3 dostdvame odpor medzi A a B rovny R/3.

Potom v bode B ma priud opéf 2 moznosti pridenia — po hranach spajajicich 3D kocky do
prislusného bodu druhej kocky, alebo ,dalej* po aktudlnej kocke. V prvom pripade ide vzdy do
nejakého vrcholu susediaceho so Z. Tieto body teda mézeme spojit do jedného (obdobne, ako
sme to spravili s B), ktory oznac¢ime Y. Odpor medzi Y a Z je zrejme R/3, rovnako ako aj odpor
medzi B a Y. V druhom pripade mé prud vo vsetkych troch vrcholoch zodpovedajicich B 2
moznosti (nakolko nemoéze ist spat do A), ¢o je spolu 6 hran. Vzdy vsak dojde do jedného z 3
vrcholov prvej kocky, ktory je od A vzdialeny 2 hrany. Tieto 3 body zas spojime do jedného,
ktory oznac¢ime C, a odpor medzi nim a B je R/6.

Vo vrchole C' mé zase 2 moznosti. Bud méze ist do druhej 3D kocky — odpor R/3, skonci
v bode, ktory si ozna¢ime X, a odpor medzi nim a Y je R/6; alebo moze pokracovat dalej
v prvej 3D kocke — odpor R/3, skonéi vo vrchole 3D kocky, ktory je oproti A, tento bod si
oznacCime D.

Z vrcholu D uz méze prad ist jedine do vrcholu druhej 3D kocky, ktory lezi oproti Z.
Ozna¢me ho W. Potom odpor medzi D a W je R a medzi W a X zase R/3. Mozeme teda
spocitat odpor medzi bodmi C' a X ako paralelné zapojenie ,priamej“ cesty (oznacime R¢ x)
a cesty cez D a W (ozna¢ime Rcpwx).

Rex Repw x B % (% + R+ %) 5

R = = -
X R, + Rcowx 32+ R 18

Nésledne mozeme obdobne zratat odpor medzi B a Y

Ry — RsyReexy _ 5 %"'%R"'%) _ 11

3
Ry + Rpexy £+ 84 SR+ & 51
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Nakoniec spocitame odpor medzi A a Z

R _ RZAZRABYZ _R(g—i_é}R—’—g) _15R;4699
e - R 1lp R~ 32777 '
Az T RaByz R+ 3+ 53R+ 3

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha FoL.34 ... stielecka levitace 5 bodu

Uvazujme téleso o hmotnosti M = 12,1kg, které je ve vzduchu udrzovano stielbou z AK-47.
Spocitejte, s jakou frekvenci musime strilet, aby téleso neustéle oscilovalo mezi dvéma body
nizko nad zemi. Pritom uvazujte, Ze vsechny srazky jsou dokonale pruzné a naboje o hmotnos-
ti m = 7,93 g létaji piimo vzhiiru rychlosti v = 715m-s~*.

Nezapomerite se krijt a pohybujte se jen kdyz neprdtelé nabiji.

Pokles rychlosti ndboji vzhledem k vysce lze zanedbat, potom muzeme nejnizsi bod drahy télesa
umistit do vysky 0. V ni mé rychlost vyp ve sméru dold. Pri dokonale pruzné srézce s ndbojem
se zachova jak hybnost, tak kinetickd energie. Jestlize rychlost télesa po sraZce oznadime vy
(tentokrat ve sméru nahoru), bude platit

mv — Mug = —mv’ + My,
1 5 1 2 1 oo 1 2
—mu —Mvg = —mv —Muv
pM M =g T
kde v’ je rychlost nadboje po srézce (ve sméru dolit). Uvédomme si viak, Ze se béhem letu zachova
mechanickd energie télesa, ¢ili rychlost vo bude mit stejnou velikost jako v). Dosazenim vy =
= v} prejde druhd rovnice na v? = v"2. Refeni v = —v’ nedavé fyzikalni smysl, takze musi
platit v = v’. Z prvni rovnice potom dostaneme

Vo = v.

SE

Necht cesta dolu trva ¢as t, potom plati vg = gt. Cesta nahoru bude trvat stejné, tedy celkovy
cas jedné periody bude
2v0 _ 2mw

T=2t=— = .
g My
Nyni uz jen spocitdme frekvenci
1 Mg . 1
=—=-9 2 .
/ T 2mv 0,58

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
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Uloha FoL.35 ... spalujeme fosfor 5 bodu

V uzavrené nadobé s objemem V = 201 spdlime m = 213 mg praskového fosforu. Kolikrat se
v nadobé zvysi tlak po vyrovnani teploty v nddobé s okolim v porovndni s pocdtecnim stavem?
Mol4rni objem za standardnich podminek uvazujte Vigol = 22,41-mol 1.

Dodo chteél byt trochu zdkerny v. 2.

Vyjdeme z rovnice horenia fosforu
4P + 50, — 2P,05,

tj. pat molov plynu na Styri moly fosforu sa menia na 2 moly pevného produktu. Latkové
mnozstvo molekdl kyslika spotrebované pri reakcii je teda
5 om .
TLO2 = an = m = 0,008 59 mOl,
kde My, = 31,0g-mol~! je moldrna hmotnost atémov fosforu. Vyuzijeme stavovi rovnicu ide-

alneho plynu v tvare
pV
— = konst.
Tn
Pri nami skimanom procese dochddza k zmene latkového mnozstva plynu a tlaku. Na zaciatku

bolo v nddobe n1 = V/Viyor = 0,8929mol plynu. Podiel tlakov uréime ako

P2 N2 no, 5mM Vol .
P1 ni1 ni 4MmV 07990
Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
Uloha FoL.36 ... mixovany proud 4 body

Maéme soucdstku, ktera se chova jako rezistor s odporem R = 42 (2. Privedeme na ni elektricky
proud se stridavou a stejnosmérnou slozkou. Stridava slozka je harmonicka s frekvenci f =
= 50,0 Hz. Minimalni hodnota celkového proudu je 12 mA a maximalni je 42mA. Proud nikdy
nemeéni smeér. Jaky je priimeérny vykon uvoliiovany na soucastce? Karel chtél kombinovat.

Najprv sa pozrime na to, ako samotny prad vlastne vyzera. V zadani sa piSe, Ze ma jednosmernt
a harmonicku striedavi zlozku, ¢o mézeme napisat ako I = Ipc+1ac sin (2nft). Vo vSeobecnosti
by este tento predpis mohol obsahovat fazu, ale nakolko nas bude zaujimat priemerny vykon,
vobec na nej nezalezi. Dalej sa v zadani pige, Ze prid nemeni svoj smer, takZe Ipc > Iac.
Moézeme pisat stistavu rovnic

Inc + Iac = Imax = 42mA |
Inc — Iac = Imin = 12mA..

7 toho mézeme vyjadrit

IDC _ [max;’]—min _ 27mA,
Iac = w — 15mA .
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Takze uz vieme, aky prid to vlastne suciastkou tecie. Zostéva vyjadrit, aky vykon sa teda bude
uvolnovat na suciastke v Case t. Kedze vykon je sti¢in priudu a napétia, dostavame

P(t) =I(t)U(t) = RI(t)* = R (Ipc + 2IpcIac sin (2nft) + IXc sin® (2nft)) .

Vykon sa zjavne meni periodicky s periédou T' = 1/f, takze ak chceme spoéitat priemerny
vykon, staci zintegrovat okamzity vykon cez jednu peridédu a predelit vysledok jej dlzkou

T
P= % / R (Ipc + 2Ipclac sin (2nft) + I sin® (2nft)) dt =
0
i 1/f
1 t  sin (4nft
=fR |:tI%C — EIDCIAC cos (2nft) + IZC <2 — 8(1Tff)>:| . =

2
:R(I%C+IA2C) = 35mW.

Vypocet integralu sme si mohli zjednodusit uvedomenim si, Ze integral sinusu cez celd periédu
je 0 a integral druhej mocniny sinusu cez interval rovny nasobku jeho polperiédy je polovica
tohto intervalu.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha FoL.37 ... stopujeme vlak 5 bodu

Proti superhrdinovi stojicimu na trati se riti vlak o hmotnosti m = 500t rychlosti v =
=100km-h™'. Vlak je ve vzdélenosti s = 1300m od superhrdiny, ktery chce, aby mu zastavil
primo pred nosem. Ma ovsem k dispozici jen laserové ukazovatko. Jaky vykon musi mit jeho
laser, aby se mu to podarilo? Predni cast lokomotivy je tvorena zrcadlem.

Jarda md scéndr na novy film.

Vdaka tomu, Ze rychlost vlaku je voci rychlosti svetla extrémne mald, mézeme pohyb vlaku
povazovat ze rovnomerne spomaleny. Najprv si zratajme, s akym spomalenim sa vlak musi
pohybovat, aby zastavil superhrdinovi pred nosom. Ide o pohyb s nulovou kone¢nou rychlostou,
takze mozeme pisat

= Zat’ = Zut.
S 2(1 2’U

Cize superhrdina musi zastavit vlak za ¢as t = 2s/v. Z toho vypljva, Ze spomalenie, ktoré musi

dosiahnuf, je

v ’02

t 28
Potom sila, ktorou na vlak bude musiet posobit, je

2
v
F = =m—.

ma = meo
Teraz sa pozrime na laser. Hybnost jedného foténu sa da vyjadrit ako p = h/\, kde h je
Planckova konstanta a A je vlnova dlzka daného foténu. Energia jedného foténu je potom E =
= ch/\ = ¢p, kde c je rychlost svetla (v skuto¢nosti sa hybnost poéita prave ako E/c, ¢o je
priamy désledok vypoctu relativistickej energie a toho, ze fotén md nulovi pokojovii hmotnost).
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Méme teda jednoduchy vztah medzi hybnostou foténov idtcich zo superhrdinovho lasera
a energie, ktort na to potrebujeme. Zostava zistif, akii hybnost musia mat fotény vystrelené
z lasera za jednotku casu. PouzZijeme zndmy vzorec
A
F=2
At
Tu si ale treba dat pozor: zadanie hovori, ze lokomotiva mé vpredu zrkadlo, ¢ize fotény ne-
pohlcuje, ale odraza. Teda zmena hybnosti, ktord ,zaziji“ fotény odrazom od lokomotivy je
dvojnésobnd oproti hybnosti, ktort im da laser. Symbolicky

2
Apiaser
’ITLU* —9 Plase: 7
2s At
kde sme len dosadili velkost potrebnej sily.
Na zaver si uz len sta¢i uvedomit, ze vykon je energia za cas

2
_ AElaser _ CAplaser — mcv— = 22,2 TW.

P At At 4s

Dodajme este, ze dnes pouzivané lasery dosahuju Spickové vykony az do rddu petawattov, ide
vSak o lasery pulzné. V pripade spojitych laserov sa vykon pohybuje len do radu desiatok
kilowattov.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha FoL.38 ... solarni krychle 5 bodu

Predstavme si, ze mame satelit ve tvaru dokonalé krychle a jeho povrch je pokryty solarnimi
clanky. Umistime jej tak, ze bude obihat hvézdu po kruhové trajektorii ve velké vzdalenosti.
Pritom se ale bude moci libovolné otacet. Jaky je pomeér mezi maximalnim a minimalnim
zarivym vykonem absorbovanym satelitem? Predpoklddejte, ze veskeré zareni dopadnuvsi na
povrch satelitu bude absorbovano. Karel vidél soldrni krychlicku na internetu.

Ve velké vzdélenosti od hvézdy jsou svételné paprsky rovnobézné, tj. vinoplochy maji tvar rovin.

Vykon, ktery satelit absorbuje, je pfimo imérny obsahu plochy, jez z této vlnoplochy odstini.

Vysledkem tlohy tak bude pomér mezi maximalnim a minimélnim pramétem krychle do roviny.
Necht z je jednotkovy vektor ve sméru zareni. Potom pro obsah prumeétu plati

S:/\z-dS\,

kde w je ta ¢ast povrchu krychle, na kterou dopadd zareni, a dS = ndS, kde n znaé¢i normélu
na malou ¢ast povrchu dS. Tento integral chceme spocitat pro vSechny mozné vzajemné polohy
krychle a vektoru z, abychom mohli vybrat ty s nejvétsi a nejmensi hodnotou.

Vsimnéme si, ze v kazdém okamziku mohou byt osvétleny nejvyse ti stény krychle. Zaroven

vSechny osvétlené stény museji sdilet alespon jeden vrchol. Oznac¢ime je A, B a C. Normély na
tyto stény budou a, b a c.

26


mailto:legolas@fykos.cz

Fyziklani online X. roc¢nik 25. listopadu 2020

Déle pro stény, na které zareni nedopadad, je skaldrni soucin z a prislusné normaly nulovy,
tedy muzeme tict, ze zdfeni vzdy dopadd pravé na t¥i stény (akorat na nékteré pod thlem 0°).
Mnozina w z integralu tak bude odpovidat kombinaci povrchi A, B a C. Dostavame

S:/|z-a|d5+/|z~b|dS+/|z-c|dS.
A B c

Na kazdé strané je vyraz z - n konstantni. Pro krychli s hranami jednotkové délky mame
S=l|z-a|+|z-b|+|z-c|.

Vektor zareni mizeme rozdélit na tii slozky ve smérech jednotlivych normalovych vektoru, které
oznac¢ime po fadé z., zp a z.. Tim se vypocet obsahu zjednodusi na

S = |zal|a] + |zs| [b] + [2c| [c] = [2a| + |20] + |2c| ,

kde jsme vyuzili toho, Ze normélové vektory jsou jednotkové. Vektor zareni je vsak také jed-
notkovy a ze vzajemné kolmosti z, zs» a z. (kterd zase vyplyva z kolmosti a, b a ¢) plati
1= 2ol + 2] + [2el? .

Pov§imnéme si, ze tato rovnice pfipomind vzorec pro kvadraticky prumér velikosti vektoru z.
Obdobné, vyraz pro vypocet plochy se da chapat jako jejich aritmeticky primér. Z nerovnosti
mezi kvadratickym a aritmetickym priumérem lze snadno ziskat maximalni velikost plochy,
minimalni lze zase s trochou stésti odhadnout.

Nezndme-li vSak tuto nerovnost, nezbyva ndm nez pocitat dal. Oznadime-li z = |zq| a y =
= |zp|, kombinac{ obou rovnic dostaneme

S=z+y+1—22—y2.

VySetfeme nejprve extrémy uvnitf intervalu pfipustnych hodnot z € (0,1), y € <O, V1-— x2>.
Parcidlni derivace funkce S(z,y), které jsou

o & 95 _,_ y

ox /1,33272127 oy lmeny’
tam museji byt nulové. Z této soustavy rovnic vyjde nejdrive x = y a nésledné i kvadratickd
rovnice

€
75

3P=1=z=

Vysledny obsah bude S; = V3.
Druhou moznosti je hledat extrém na hranici intervalu. Pro y = 0 mame

S=xz++1—22,

coz uZ je jednoduché funkce, kterd ma maximum (na pifpustném intervalu pro z) S = /2

v bodé = = % a minimum Ss =1 pro z € {0,1}.

Pro druhou okrajovou podminku y = v/1 — 22 dostdvdme

S=z++1—22,
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coz jsme ale uz resili.

Tim jsme provérili vsechny pripady a ziskali jsme vSechny mozné kandidaty na extrémy.
Jelikoz S1 > S2 > S3, mizeme Fict, ze maximem funkce S(z,y) na piislusném intervalu je v/3,
zatimco minimem je 1. ReSenfm tlohy je pomér maxima a minima, coz je v/3.

Zavérem dodejme, ze tlohu bylo mozné fesit mnohem jednoduseji pomoci intuice — stacilo
si predstavit, jaky obsah ma fez krychle rovinou. Nejmensi hodnota odpovida situaci, kdy je fez
rovnobézny s jednou ze stran, nejvétsi obsah dostaneme, pokud je fezem pravidelny Sestitihelnik.
Toto jsou ovSsem pouze odhady, nikoli matematicka tvrzeni, a samy o sobé na rozdil od feseni
uvedeného vyse nic nedokazuji.

Jdachym Badrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha FoL.39 ... optimalni smér 6 bodi
Mame téleso o hmotnosti M = 1,0kg lezici na vodorovné podlozce, se kterou ma koeficient
treni f = 0,4. Jakd miize byt maximalni velikost zrychleni, kdyz na téleso ptusobime silou
velikosti F' = 5 N7 Lego presouval krabice.

Nech smer posobiacej sily zviera s vodorovnym smerom uhol ¢. Potom vyslednd sila posobiaca
na teleso bude vodorovné (lebo podlozka vykompenzuje zvisli zlozku poésobiacej sily) a bude
mat velkost

F,=Fcosp— f(Mg— Fsiny) .

Jediné, co si mozeme zvolit, je uhol . Takze tento vyraz podla neho zderivujeme a vysledok
polozime rovny 0, aby sme dostali extrém

—Fsinp+ fFcosp =0,
f=tgp.

Cize p = arctg f = 0,38. Ked tento uhol dosadime do F, a uvedomime si, 7e ay, = F.,/M,
dostdvame amax = 1,5 m-s” 2,

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha FoL.40 ... pozor, Danka hazi 6 bodu

Danka hédze kriketovy mi¢ na rovné plose. Pod jakym tihlem (vii¢i vodorovnému sméru) mé
hézet, aby dohodila co nejd&l? Danka je vysokd h = 1,6 m a hdze rychlosti v =4,5m-s™'.

Hazent kriketovym mickem nikdy nebyl Dancin oblibeny sport.

Zavedme soufadnicovy systém, kde = je vodorovna osa a y je svisla. Oznacme si thel od vodo-
rovného sméru, ve kterém Danka haze micem, jako ¢. Sila na mi¢ ptsobi pouze ve sméru —y,
takze v ose x se mi¢ pohybuje konstantni rychlosti v, = vcosp. Pro vodorovnou souradnici
bodu tak plati

T =wvcospt.
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Svisld poloha se bude ménit podle vztahu pro rovnomérné zrychleny pohyb, takze bude mit
velikost

1
y=h+uvsinp t— §gt2.
Vylouc¢enim c¢asu z téchto dvou rovnic ziskame zavislost vysky na x jako

gz’

=h tgpp — ————.
Y tatge 202 cos? ¢

Nés zajima okamzik, kdy mi¢ dopadl na zem, tedy kdyz y = 0. Vodorovnou soufadnici mista
dopadu ozna¢me d. Pouzijeme vztah cos™2 ¢ = tg? ¢ + 1, ktery dosadime do rovnice a ziskdme
2 2. 2
gd”  gd tg o
0=h+dtgyp — 2= — ————
tatg 202 202
Toto je kvadraticka rovnice nejen pro d, ale i pro tg ¢. Napisme ji ve tvaru, kde hledana neznamé
je tgp, tedy
2 2
gd gd
—tgp=— +dtgp— 2 +h=0.
& P52 +dtge 202 +
Nyni prichazi na fadu jednoduchd fyzikalni tivaha. Pro vétsinu d najdeme dva rtzné uhly,
kterymi je mozné této vzdalenosti dosdhnout. Pokud zvétsujeme d, tak se rozdil téchto dvou thla
zmensuje, az pro d = dmax €xistuje jen jeden thel, pod kterym mizeme na toto misto dosahnout.
Matematicky tento pfipad popisuje nulovy diskriminant. Vypocijeme ho tedy z kvadratické
rovnice pro tg ¢ a polozme jej rovny 0, takze

2 2
d?nax + 4gdmax <h _ gdmax> — 0’

202 202

odkud vyjadiime dmax jako
Amax = E\/2gh+v2.
g

Nyni pokracujme v feseni kvadratické rovnice pro tg ¢, kterd se zredukovala na

o=
gsﬂ—gd~

Dosadime d = dmax a mame feseni tlohy

v
tgp = ———
\/2gh + v?

Hledany opitmdln{ thel tak je 32°. VSimnéme si, ze pro h > 0 je optimélni thel vzdy mensi
nez 45° a s rostoucim h klesa k nule.

=0,63.

Simon Pajger Jaroslav Herman
legolas@fykos.cz jardah@fykos.cz
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Uloha FoL.41 ... laser na koleji 4 body

Jachym sviti laserem z okna koleje smérem k zemi, Matéj méri zareni u zemé o Ah = 42,0m
nize. Laser vydava zareni s frekvenci fo, ale Matéj nameéri frekvenci f. Jaky je pomér absolutni
hodnoty rozdilu f a fo ku fo? Karel opakované slysel o tom, jak se pozorovala cernd dira.

Foton o frekvenci f m4 energii £ = hf, kde h je Planckova konstanta. Protoze se nachdzime
v tihovém poli, fotony béhem svého pohybu doli ztrati potencidlni energii AE = mgAh,
kde m je hmotnost fotonu. Mohli bychom se ptét, jakou hmotnost pod m myslime, kdyz fotony
nemaji klidovou hmotnost. Podle teorie relativity je vSsak hmotnost ekvivalentni energii podle
vztahu E = mc?, mtzeme ji tedy vyjadiit jako
h hfo
metd
Se ztratou energie se méni také frekvence, rozdil mezi pocateéni a koncovou hmotnosti vSak
bude vzhledem k libovolné z obou hmotnosti zcela zanedbatelny.
Pro proménu potencialni energie bude platit

hgAh
E—-Ey=AE = h(f—fo)=mgAh~ gc2 fo.
Vysledkem tlohy je velicina
k:Mfwngihizlﬁg,m*lf’.
fo c?
Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
Uloha FoL.42 ... pyramida 6 bodu
Na klidném jezei'e plove drevény pravidelny étyrboky jehlan o hustoté pg = 600kg-m~2. Pod
hladinou je c¢ast o vysce h = 6,0cm. Jehlanu udélime maly impulz ve vertikdlnim smeéru.

Naleznéte frekvenci maljch kmitii jehlanu. Hustota vody je px = 1000kg-m~3. Predpoklddejte,
Ze kmity jehlanu neovlivni vysku hladiny v jezere. Jehlan je dokonaly, homogenni a je umistén
presné Spickou dolii. Vitek premyslel o globdlnim oteplovdni.

Nejdrive umistéme soutadny systém tak, aby pocatek lezel ve vrcholu jehlanu, kdyz je v rov-
novazné poloze. Déle, pred tim, nez udélime impulz, je soustava v rovnovaze, to znamena, ze
miuiZzeme psat rovnost vztlakové a tihové sily. Pokud oznac¢ime plochu podstavy ve vysce h jako s
a plochu podstavy ve vysce H jako S (kde vysSka H oznacuje celkovou vysku jehlanu, navic
vyuzivdme, ze celkovd hmotnost jehlanu je M = 1/3paSH), tak ziskdme

shpx = SHpq . (2)

Pokud povedeme fez pres vysku jehlanu, tak ze shodnosti thlu mezi vertikalni vyskou a hori-
zontalni zédkladnou plyne, ze

h H
oA
sih2
S H?2’
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kde A i a oznacuji délky zdkladny v prislusnych vyskach. Diky tomuto vztahu jsme schopni
z () ziskat ndsledujici rovnost
hspk = de3 .

Po udéleni malého impulzu jsme schopni pohyb jehlanu popsat nésledujici pohybovou rovnici
M2z = —prgdV = —pxgsz,

kde dV = sz pro z malé je objem pruhu télesa, ktery je ponofeny nad rovnovaznou polohou.
Dosazenim za hmotnost

1
gpdSHé = —prgsz,

3gpich?
gpxh”

zZ+ PV:E

Toto je diferencidlni rovnice linedrniho harmonického osciladtoru, tedy pro thlovou frekvenci
malych kmiti muzeme psat

o2 _ 39ph® _ 3g

de3 _h7
1 /3¢
f_2n h '

Po dosazeni ¢iselnych hodnot ziskdame frekvenci f = 3,52 Hz.

Vit Beran Simon Pajger
vit.beran@fykos.cz legolas@fykos.cz
Uloha FoL.43 ... tanec na ty&i 6 bodu

Méjme dva souosé valce — mensi o vnéjsim poloméru r = 1,0 cm a vétsi o vanitrnim poloméru R =
= 10 cm. Kolmo na jejich spole¢nou osu jsou véalce spojeny tyckou, na které se u povrchu mensiho
valce nachazi maly kordlek. Na povrchu mensiho vilce se mimo tycku nachazi jesté mala kulicka.
Vélce i oba predméty rozto¢ime okolo spolecné osy tihlovou rychlosti w = 2,0rad-s™! a pak
koralek i kulicku ve stejny moment uvolnime. Jaky bude c¢asovy rozdil mezi jejich dopady na
vnitini ¢ast vnéjsiho valce? Az se z toho Jardovi zamotala hlava.

Spocitajme si najprv pohyb guli¢ky (Cize toho, ¢o je mimo tycku). Ked sa oba valce otdcaji
uhlovou rychlostou w, gulicka mé zrejme rychlost rw v smere doty¢nice k malému valcu. V mo-
mente, ked ju pustime, uz ju nebude viac menit a poleti rovnomerne priamociaro, kym nenarazi
do velkého valca. Otazka teda znie, akd dlha bude tato draha. To vSak dostaneme velmi jed-
noducho z Pytagorovej vety ako s1 = v R? — r2. Takze Cas, ktory uplynie medzi momentom,
kedy gulicku pustime pri mensom valci, a momentom, kedy narazi do vécsieho valca, bude
t1 = M = 5,0 S.
rw

Podme sa dalej pozriet na korédlik na tycke. To, ze je navleceny na tycke spésobuje, ze sa
koralik bude otacat s konstantnou uhlovou rychlostou w aj potom, ako ho pustime z valca.
Presunieme sa teda do ststavy rotujicej spolu s valcami (a teda hlavne s tyckou). V tejto
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stistave bude na koralik posobit odstrediva sila, ktord sa da vyjadrit aj ako Foas(t) = mw?r(t),
kde r(t) znaci polohu koralika na palicke v ¢ase t. Sta¢i vydelif obe strany rovnice hmotnostou
kordlika a dostdvame zrychlenie, s akym sa bude koralik pohybovat po tycke v case t. Toto
zrychlenie je zjavne druhou derivaciou r(t), takze dostdvame diferencidlnu rovnicu

P(t) = wir(t).

Podobné rovnice sa najjednoduchsie riesia pomocou tzv. charakteristického polynému. To
znamend, e si povieme, ze nase rieSenie ma tvar r(t) = roe. Nésledne toto dosadime do nasej
diferencialnej rovnice a dostavame

Aroe = wirge™

V prvom rade si mézeme v&imnit, Ze 7o = 0 by nasu rovnicu automaticky splnilo. Co déva
zmysel, pretoze ak by kordlik zacinal na osi otdcania, ni¢ by ho netlacilo von. Lenze on zacal
na povrchu valca, takze toto rieSenie nas nezaujima. Dalej vieme, e exponenciala nie je nikdy
nulovd, takze ju mdzeme vykratit. Vykratime aj ro a zostédva ndm, ze A = *w. Ked riesime
diferencidlnu rovnicu n-tého radu (rovnicu, ktord obsahuje najviac n-ti deriviciu), dostaneme
vidy n rieseni. Dals{ krok je, Ze si napiSeme vysledné rieSenie ako ich stcet. V nasom pripade

r(t) = rie®t + roe .

To je vSeobecné riesenie pohybu koralika po tycke otacajicej sa uhlovou rychlostou w. Zosta-
va z neho zistit, ako sa bude pohybovat v nasom pripade. Vieme, ze v ¢ase t = 0 (tak sme si
oznadili ¢as, ked sme ho pustili) bola jeho vzdialenost od osi otd¢ania rovnd polomeru mensieho
valca r a rychlost v smere tycky nulovia. To ndm déva sustavu dvoch rovnic

r=r1+r2,

0=wrs —wra,

ktorej riesenim je zrejme 71 = r2 = r/2. Ked tento vysledok dosadime do vSeobecného rieSenia,
dostaneme . ”
r(t)zi(e +e )zrcoshwt.

Ak by sme si ten cosh nevsimli, ni¢ hrozné sa nedeje, akurdt potom treba vysledny cas najst
nejako inak, ¢i uz pomocou vhodnej substitiicie (volbou x = ¢** dostaneme kvadraticki rov-
nicu), alebo pokojne aj numericky, kedze sme uz na konci vypoctu.

No a nés uz len zaujima, kedy koralik narazi do vicsieho valca. Matematicky povedané, pre
aké to plati R = r(t2). Z predchddzajticeho vztahu potom dostdvame

to =

R .
= —argcosh— = 15s.
w r

Od¢itanim dostaneme hladanti odpoved, a to ze Casovy rozdiel dopadov korélika a gulicky
bude At = tl — tz = 3,5 S.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha FoL.44 ... pad do neznama 7 bodu

Meéjme nekonec¢nou uzemnénou vodivou desku v beztizi. Ve vzdélenosti d = 1,00m od desky se
nachézi naboj o velikosti ¢ = 4,00 uC. Tento naboj je na malé kulicce o hmotnosti m = 2,00 g.
Naboj uvolnime. Za jak dlouho spadne na desku?

Jarda védél, Ze to casem spadne, ale chtél védét, kdy presne.

Nejprve musime najit silu, kterou deska pisobi na ndboj. Na desce se elektrostaticky indukuje
naboj opacného znaménka, nez je ¢. V rovnovazném stavu se naboje uvnitt desky nepohybuji,
takZe na né nepusobi zddné sila v roviné desky. Potencial na desce je tak konstantni a je uréen
az na konstantu, takze muzeme tict, Ze na desce je potencidl nulovy. Je dan souc¢tem potencialu
naboju na desce a potencidlu naboje ¢q. Tedy

¢q+¢a =0,
kde ¢4 je potencidl ndboje g a ¢q je potencial desky. Odtud dostaneme

Pd = —Pq -
Vidime, ze potencial desky na samotné desce je stejny, jako kdyby na opacné strané desky od ¢
existoval ndboj —¢q, a to ve vzdalenosti d od desky. Nyni tedy mizeme vSechny indukované
naboje na desce nahradit jedinym nébojem —gq. Sila, kterou ptisobi na nas naboj g, je
! 7 1
T A4ne (d+ d)2 T 16ne d2

Protoze ndboje maji opacna znaménka, ndboj g je ptritahovan k desce. Tento vypocet je zalozen
na metodé zrcadlového naboje. Vidime, ze sila je nepfimo timernd druhé mocniné vzdalenosti
naboje od desky. Kdyz uz jsme k feSeni tilohy pouzili zrcadlo, pro¢ rovnou nepouzit pohyby
planet? Gravitaénf sila je stejné jako nade sila F také tmérna r~2. Pohyb ndboje se tak bude
Fidit Keplerovymi zdkony, jen musime upravit konstanty. Treti Kepleriuv zakon je

a® _ MG

T2 4n2
Misto konstant z gravitacniho zakona napiSeme nase parametry, ale fyzikalni chovani zustane
stejné. Rovnici prepiseme do tvaru

(13 q2

T2 64n3em’
K ¢emu nam tato rovnice viubec je? Vzdyt ndboj g se nebude pohybovat po elipse, poleti po
ptrimce kolmo na rovinu. Pokud ale budeme uvazovat nekon¢éné tenkou elipsu, s ohnisky témér
v pocateénim a koncovém bodé, pak takova elipsa napodobi tsecku, po které se naboj bude

, . . . d . .
pohybovat. U této elipsy je hlavni poloosa a rovna §. Perioda tak je

8ndemd3
@

Let z pocatecniho bodu na desku trva ovsem jen polovinu periody, tedy ¢as a konecné reseni

ulohy je
T 213 3
t=5 = )2t Sf‘d =0,262s.
q

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha FoL.45 ... pramen poznani 7 bodu

Jadchym ma& studnu pozndni, kterda ma konstantni kruhovy prurez s polomérem r = 1,5m
a hloubku h = 32m. Uplné na dné uprostied kruhu se nachézi bod, ktery do okoli rovnomérné
ficient odrazivosti od stén studny je k = 0,42. Ode dna se poznani viibec neodrazi, ale je celé
pohlceno. Celkové pozndni, které ze studny vyzaruje, md vykon P. Najdéte pomér P/Py.
Studné jsou nevycerpatelngmi studnicems ndpadii.

Uloha je radidlné symetricka. Piedstavme si jeden z moznych dvojrozmérnych prifezii — studna
v ném ma tvar obdélniku s rozméry 2r X h, pricemz pramen poznani se nachazi v poloviné dolni
strany. Oznac¢me thel odklonu od svislého sméru ¢, potom vSechy paprsky s thlem od pg =0
do
r
1 = arctg 7

vyjdou ze studné bez jediného odrazu ¢ili s plnym ptavodnim vykonem. Obecné se paprsky
s thlem mezi ¢; a p;+1, kde
(2i—1)r

h ?
odrazi celkem i-krat (nazvéme je paprsky v i-té z6né). Jejich intenzita potom bude k* nésobek
té puvodni.

Abychom tlohu doresili, musime jesté zjistit, jaky vykon odpovidé které zéné. Predstavme
si kouli o poloméru R se stfedem v bodé poznani. Na jejim povrchu je intenzita poznani vsude
stejnd a ma velikost

@i = arctg

T 4nR?’

coz je celkovy vykon déleny celkovou plochou. Do kazdé zény dopadne vykon rovny 1y.S;, kde S;
je plocha na myslené kouli pfislusna této zéné, tj. plocha mezi tihly ¢; a ¢;11. Tu mizeme snadno
spocitat jako

Iy

Pit1
Si = / 2nRsinpR dp = 2nR* [— cos go}il*’l = 21R” (cos p; — cos Pit1) -
@i

Celkovy vykon, ktery unikne ze studné zénou ¢, bude

) ki
pi = k'IyS; = POE (cos i — cos pit1) ,

pricemz hledany pomér vykonii je suma

P Di 1 (1-k) Z i
K Py 4 - P 2 k — o8

Pomoci goniometrické identity

ol

cosarctgr = (1 + :cz)

si miuzeme predchozi vyraz upravit na

1

[eS) 2 2
1 (1—k) =, (2 —1)r
(5] R e DL 1+(h
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Sumu musime spoéitat numericky, vyjde pfiblizné 0,716. Pomér vykoni pak bude = 5,53-1073.

Jdachym Badrtik
tuaki@fykos.cz

Uloha FoL.46 ... nesmirna vesmirna bitka 8 bodil

Ocitli jsme se uprostred vesmirné bitvy mezi civilizaci 1 a civilizaci 2. Kriznik civilizace 1 prave
odpalil raketu na kriznik civilizace 2. Lodé jsou od sebe vzdaleny vzdalenosti s = 5,00 km
a navzajem se vii¢i sobé nepohybuji. Parametry rakety jsou: pri vystrelu vazi hmotnosti mo =
=5,00t, tah motoru je T = 1,50 - 10° N a vytok md rychlost u = 3,00km-s~'. Motor rakety je
zapnuty na maximalni tah od okamziku vypusténi do okamziku ndrazu. Jakou rychlosti narazi
raketa do krizniku civilizace 27 Jindra se dival na Hvézdné vdlky.

Rychlost rakety popisuje Ciolkovského rovnice

mo
v(t) —vo =uln — . 3
(1)~ o =uln 3)
Pocéateéni rychlost vg je nulovd a hmotnost rakety zévisi na ¢ase podle vztahu m(t) = mo — Rt,

kde R je hmotnostni tok paliva

R=L.
U

Ciselné je R = 50,0kg-s~!. Po dosazen{ do rovnice (E) vyjde

mo

v(t) zulnm.

(4)
Zintegrovanim rovnice (H) ziskdme zdvislost urazené vzdalenosti na case. Poc¢atecni podminka
je s(t=0) =0, tedy

mo mou 1 mo

Numerickym fesenim rovnice (a) zjistime Cas, za jaky raketa doleti do vzdélenosti s = 5,00 km.
Ten pak dosadime do rovnice (g) a spocitdme rychlost rakety v okamziku narazu. Vyjde
t = 17,7s a v = 584m-s~ . Vidime, ze valéici civilizace nejsou nijak extrémné vyspélé, ne-
bot se jejich torpéda pohybuji velmi malymi rychlostmi v porovnani s rychlosti svétla. Proto
jsme mohli vypocet bezpecné provést i bez pouziti specidlni teorie relativity.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha FoL.47 ... rotaéni &erpadlo 8 bodu

Vitek by si rad ze své studny nabral vodu, ale nechce se mu tahat védro nahoru. Proto vodu
postupné rozticel, az pri ihlové rychlosti w = 11rad-s™' zacala sama téct ze studny. Vitek
vi, Ze hloubka studny (od horniho okraje ke dnu) je h = 47m. Studna md kruhovy prifez
s polomérem ro = 1,6 m. V jaké vysce (méreno od dna) byla voda predtim, nez ji Vitek roztocil?

Jachym slysel, Ze na Fyziklani 2020 byly populdrni ilohy se studnami.
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Zavedme vélcové souradnice, ve kterych vodorovnou vzdéalenost od stfedu studny oznacime 7,
thel otoceni bude ¢ a vysku ode dna budeme znaict z.

Na maly objem rotujici vody s hmotnosti m ve vzdalenosti r pusobi odstrediva sila F, =
= mw?r. Na stejny objem vody piisobi tihova sila Fg = mg. Hladina neni nic jiného nez oblast
s konstantnim potencidlem. Potencidlni energii od ostredivé sily spocitame jako

T r 1
Eo(r) = —Fo(z)dx = — mwrdr = — =mw?r?.
0 0 2

Znaménko minus je tu proto, ze integrujeme proti sméru sily, kterou bychom museli vyvinout,
abychom prekonali odstfedivou silu. Energie od tihové sily bude

Eg(z):/ Fedz = mgz.
0

Jak jiz bylo feceno, hladina je plocha s konstantnim potencidlem. Pro kazdy bod na hladiné se
soutadnicemi ry, zn plati
Eo (T},) + Eg (Zh) = konst .

Z této podminky primo dostavame vysku hladiny jako funkci vzdéalenosti od stiedu

2
zn(r) = ;—grr" + 20,

kde zo je vyska vody ve stfedu studny. Tento vzorec samoziejmé plati jen v pripadé, ze je
vSude hladina nade dnem. Pokud by totiz ve studni bylo prili§ malo vody, mohlo by se stat,
7e parabola, kterd ndm vysla, bude protinat dno. Zatim predpoklddejme, ze se nic takového
nedéje. Pozdéji ovérime, zda byl tento predpoklad spravny.

Objem vody se rozto¢enim nezméni. Pocateéni objem byl V = nriz,, kde z, je hledang
pavodni vyska hladiny vody. Po rozto¢eni mame

0 2 0 0 2 2
V= / / zn(r)r dpdr = / 2nzn(r)r dr = 27:/ (wr3 + Z07’> dr=rn (wré + zor%) )
o Jo 0 o \2%9 49

Odtud si jiz snadno vyjadiime vysku vody uprostied jako
UJ2 2
20 =2y — —T5.
0 1g 0

Ze zadani vime, ze pri dané uhlové rychlosti se voda akorat zacala vylévat ven. To muzeme
zapsat jako zn(ro) = h. Z této podminky vyplyva
2 2 2
w9 w” 9 w
h=2 == .-
297"0 + 2o 2gro + 2z 1g
Hledana pocéatecéni vyska vody proto bude

w2

zv:h—@r§i39m.

Nakonec jen ovéfime, ze pro tento vysledek vychézi zp = 31m, predpoklad vyse byl proto
opravnény.

Jdachym Bartik
tuaki@fykos.cz
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Uloha FoL.48 ... idealni odstiedivka 9 bodu

Piedstavme si trubku naplnénou idedlnim plynem o moldrni hmotnosti M,, = 36g-mol™".
Délka trubky je ro = 1,00m, rozmer jejiho priifezu je vici délce zanedbatelné maly. Nyni
trubku rozto&ime ihlovou rychlosti w = 451,00s~ ! podél osy lezici v roviné jedné z jejich
podstav. Plyn uvniti se ustdli v rovnovazném stavu spolu s trubkou o teploté T = 300 K.

vodorovné rovine. Jdachym chtél separovat vzduch.

Zavedeme si soufadnici od bodu otaceni do konce trubky, tedy od 0 do rg, kterou budeme
znadit r. V néjakém tseku dr je plyn o hmotnosti dm = A(r) dr. Po ustédleni musi byt v trubce
stejnd teplota jako na zacatku (je adiabaticky izolovand), ze stavové rovnice diky tomu pro tlak
v daném useku mame

_dnRT dnRT  dmRT _ RT
P=7qv T Sdr T MwSdr  MaS
kde S je plocha prifezu trubky. Odtud zfejmé
RT ,

dp = MmS)\ dr.

A,

Na dany tsek musi pusobit dostfediva sila
dFy = dmw2r,

kterd je zptsobena rozdilem tlaki, mizeme proto psat S dp = dFy. Dosazenim dostavame

T
%A/ dr = dmwQT,
coz je konecné diferencidlni rovnice
2
M
N = 20 = 2k

RT

kde jsme jako k chytie oznacili konstantu

_ w2 M, - -1
k—\/ SRT =1,212m" ~.

k22
A= Ae" ",

Resenim této rovnice je zfejmé

I ™ P K22
Tr_l/ordm_fogT)\dr_Afogre dr
m J, foro/\dr Aforo ek?r? dr

a po substituci x = kr mame

27 kro
k7 22 z
B ifo °2ze” dx 1 {e L 1 Frs oK _q

1
T2k fok"'o e dr 2k fok"o e de 2k fok”’ oo dg K /merfi(kro)

kde erfi je imaginarni chybova funkce.

=0,629m,

T
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Statistické reseni
Ulohu lze Fesit i pomoci statistické fyziky, vyzaduje to ale schopnost poéitat se statistickymi

soubory.
Jednocéasticovy hamiltonidan mizeme psat ve tvaru

2 2 2
—2 ‘N3 X
Hl(Xl):p——w~L:p——wn3-x><p:p Mwp B3 XX _
2m 2m 2m
_ (p—mwnz xx)°  mw? 2 p? mw?
- 2m T mexxT=an s
kde X; je mikrostav jedné Céstice, m je jeji hmotnost a vektory x = (x1, z2, 3) a p =

= (p1, p2, p3) reprezentuji jeji soutadnice a hybnost. Jako ng jsme oznacili jednotkovy vektor
ve sméru tfeti soutradnicové osy, kterou volime totoznou s osou rotace. Déle jsme zavedli novou
soufadnici p’ = p — mwns X X, coz je jen posunutd hybnost. Pozdéji pfi integraci pies cely
fazovy prostor toto posunuti nebude hrat roli. Vuci tvaru pro volnou ¢éstici je v hamiltonidnu
navic potencidlovy clen, ktery klesa se vzdalenosti od osy. Tento potencidl odpovidéd odstredivé
sile, kterd na cCastice plisobi v rotujici soustavé. Proménnd r udéva vzdalenost od osy otaceni
a plati pro ni 2 = z? + z3.

Jelikoz se jedna o systém s konstantni teplotou, pouzijeme k jeho popisu kanonicky soubor.
Trubku si pomyslné rozsekdme na velmi malé souosé vrstvy tloustky Ar kolmé na osu trubky.
Zamérime se na jednu vrstvu, ktera je ve vzdalenosti » od osy otaceni. Pro tuto vrstvu nyni
miizeme spocitat jednocasticovou parti¢ni funkci

o 3
1 _ 1 _B 2 _ Bmw2r? VvV _ Bmw2r2
Zi(r) = = /e ,3H1(X1)d)(1 - 5 (/ e o dp/> SAre~ " 2 - —¢ 3 ,

oo

kde integrace probihd pres vSechny mozné stavy Xi jedné castice, 8 =
konstanta. Rovnou jsme zavedli pomocnou konstantu

kB% a h je Planckova

2mm

B

a objem vrstvy jsme oznacili V' = SAr. Jelikoz se jedna o idedlni plyn, ¢astice spolu neinteraguji,
a proto muzeme celkovou parti¢ni sumu zapsat jako

kK=h

Z1 T N(r)
2t = 200

kde N(r) je poclet astic v dané vrstvé. Ze statistické fyziky vime, jak tento vysledek souvisi
s Helmholtzovou volnou energii F' = —% In Z, a vime také, ze chemicky potencidl pu(r) mizeme
spocitat jako derivaci F' podle poctu ¢astic N. Lze tedy psat

M =aN="5on ~ 5

OF 19InZ 1 eZ, eZy 1, N 1 Nk? _ pmw?s?
= = <ln ) ~ In| —e 2 ,
N N

NBIHE:BH o

kde jsme pouzili aproximaci
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a ¢len % jsme zanedbali, protoze je v termodynamické limité nulovy. Nyni vyuzijeme faktu,
ze aby mezi jednotlivymi vrstvami nastala rovnovaha, u(r) = po musi byt konstantni. To

znamend, ze konstantni musi byt cely vyraz uvnitt logaritmu. Se zavedenim objemové hustoty
¢éstic n(r) = & dostévéme

fom rn(r)dr fom rek2r2 dr

T 0 - 70 2,2 ’
o n(r)dr f o € ridr
kde k = BWT‘”Z Dostavame tak stejny vysledek jako v predchozim piipadé.
Jdchym Badrtik Matéj Mezera
tuaki@fykos.cz n.mezera@fykos.cz
Uloha FoL.49 ... padajici impulz 9 bodt

Ze stropu visi vlakno s délkou | = 1,00m a celkovou hmotnosti m, = 1,00g. Na jeho spodnim
konci je zdvazicko s neznamou hmotnosti m. Shora dolii po vidkné vysleme impulz. Ve stejnou
chvili pustime ze stropu hmotny bod. Vsimneme si dvou véci:

2. impulz dorazi na spodni konec vldkna ve stejny cas jako hmotny bod.
Jaka je hmotnost zavazicka? DéEj se odehrdavd v homogennim tihovém poli se zrychlenim g =
=9,81ms 2 Jirka nedokdzal vymyslet, jak ho to vlastné napadlo.

Oznacme vzdalenost od vrchniho konce vlakna jako z. Spodni konec vldkna se nachazi na
soutadnici x = [. Impulz se siti rychlosti

Ax)

kde F'(z) je sila napinajici vldkno v bodé se soufadnic{ z a A(z) je délkovd hustota vlikna
v tomtéz bodé. O rychlosti impulzu vime, ze je po celé délce vldkna konstantni. Silu F(z)
zjistime tak, ze zintegrujeme infinitezimalni piispévky od kousicka vlakna mezi souradnicemi x

a [, tedy ze spocteme
1
F(x) = (m—|—/ A(t)dt) g.

7 prvni rovnice si vyjadiime silu, po dosazeni dostaneme

v(z) =

= konst ,

U2

;)\(x) =m+ /z A(t)dt =m + L(l) — L(x), (6)
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kde L je primitivni funkce k A. Tento vztah zderivujeme podle x, ¢imz dostaneme diferecidlni
rovnici

2
LN =,
g
kterou muzeme resit napriklad separaci proménnych. Vyjde nam

9
)\=>\oe Uzz,

kde Ao je neznamd konstanta, kterou musime zjistit z okrajovych podminek. Vidime, ze délkova
hustota vldkna klesd exponencialné se vzdalenosti od vrchniho konce. Celkovd hmotnost vlakna

je
l 2
_ 9 A _ gl
mvz/ Aoe vq2tdt: ov (1—6 52),
0 g

odtud uz lze Ao ziskat jako

myvg

_gl\
v2 (1 —e 'v2)

V rovnici (E) polozime z = 0 a vyjadiime si odtud hledanou hmotnost zavazi

v? !
mz—)\o—/ Adzx.
9 0

Tento integral jsme uz jednou pocitali, vyjde m,. Dosazenim za Ao dostdvame

Ao =

v? mMyvg 1 My
m= — —My=my | ———F — 1| = ——

) _ gl — gL gL :
9 v2(1—e vz) 1—e o2 evz —1

Ted vyuzijeme informaci, ze impulz dorazil na konec vladkna za stejny ¢as t jako hmotny bod
padajici z vysky [. Plati

l=wt,
1 o
=gt
29 )

kde si uvédomime, ze v neni rychlost na konci padu téliska, ale rychlost sifeni vilny na vlakné,
tedy prumérna rychlost. Z toho vyplyva

muzeme proto dosadit

m=—%_20157¢g.
2 —
Hmotnost zavazicka je priblizné 0,157 g.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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Uloha FoL.50 ... tloha s potenciilem 3 body
Lego vzal dvé kulové poloslupky se stejnym polomérem a nevodivé je spojil U,

tak, aby tvorily kouli. Potom na jednu privedl potencial Uy = 100V a na
druhou Uz = —100V. Jaky bude potencial uprostred koule?
Lego vedel, Ze md potencidl. . .

Uloha sa, samozrejme, dé riesif pomocou Laplaceovej rovnice, ale s tym este '

chvilu pockajme. ..

Oznac¢me si hladany potencidl uprostred gule ako ¢. Ak potom vymeni- Us
me U; a Uz, tak sme zmenili znamienko vSetkym potencidlom v zadani. Teda sa zrejme zmeni
znamienko aj vSetkym potencidlom v rieeni a ¢ prejde na —¢ (mdzeme sa na to pozerat aj
tak, ze ak by boli mimozemstania, ktori maji znamienka elektrického naboja definované presne
naopak, tak toto je priklad, ktory by pocitali oni).

Ked ale zdroven zamenime tie potencidly na kraji, je to ako keby sme gulu len otocili
(alebo sme gulou ani nepohli, len sa na 1u pozerdme z opacnej strany). A to predsa nemoéze
ovplyvnit potencial v jej strede. Takze dostavame rovnicu ¢ = —¢, ktorej jedinym riesenim je,
samozrejme, 0.

Takze potencial uprostred gule bude ¢ =0V.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha FoL.51 ... dalsi tloha s potencidlem 9 bodu

Lego vzal dvé kulové poloslupky se stejnym polomérem a nevodivé je spojil U,
tak, Ze tvorily kouli. Potom na jednu privedl potencial Uy = 100V a na

druhou Uz = —100V. Jaky bude potencial ve stredu tsecky vedouci od

stfedu koule k vrcholu kladné nabité polokoule (viz obrazek)?

... a tieZ si myslel, Ze je vacsi nez 0. \v/

Numerické riesenie Uz

Pre elektricky potencidl mimo bodov, v ktorych sa nachddza ndboj (¢ize pre celé vnttro gule)
plati Laplaceova rovnica:
AD =0,

pre predstavu staci, ked si uvedomime, ze Laplace je vlastne len stacet druhych derivacii vo
vSetkych (troch) smeroch. Teoreticky by sme si teda mohli gulu diskretizovat ako 3D mriezku
bodov. Potom by sme diferencidciou Laplaceovej rovnice dostali, ze potencidl v kazdom bode
bude aritmetickym priemerom potencidlov tych okolitych 6 a nechali pocitac¢, aby tento predpis
(pre fixne zvolené potencidly na okraji) iteroval, dokym by nedokonvergoval. Lenze to by pre
pozadovanu presnost trvalo velmi dlho (bez pouZitia nejakého externého serveru kludne viac,
nez dizka sutaze). Takze ako to v elektrostatickych tlohach byva - vyuzijeme symetriu tlohy.
Laplace vo sférickych suradniciach vyzera nasledovne

1O gy L D (smo?2) 4 o'e
rorz r2sin0 09 \""" 90 r2sin? 6 Op?
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Ked si zvolime osu z, zhodnu s osou symetrie nasej tlohy, potom zrejme potenciil nebude
zdvisiet od sdradnice ¢ (symbolicky ® = ®(r,60)) a teda treti élen bude nulovy. Hlavne ale
mozeme ulohu diskretizovat iba pomocou 2 premennych. Mame teda 2D mriezku, kde kazdy
bod je popisany dvojicou indexov 4, j a jemu prislichajici potenciél je ®(r,0) = ®(ih,, jhe) =
= f(i,7). Kde f sme si zaviedli len pre lepsiu prehladnost a k., he st konstanty, ktoré vyjadruji
dizku kroku. Takze ked indexujeme nase body od 0, potom hr = R/imax, kde R je polomer
gule, imax je maximélny index ¢ a hg = T/2jmax, pretoze zovseobecnenim mozeme ziskat rieSenie
predchédzajucej dlohy, a to tak, ze potencidl v rovine, v ktorej lezi spoj polosfér je identicky
rovny 0. Potom zrejme uz len staci riesit ten pre néds zaujimavy polpriestor, ¢ize ndm staci ist
s 6 od 0 po nt/2.

V smere rastiiceho r, teda mame diskrétne body vzdialené od seba h,. Derivacia fr v bode
prislichajicom i, j je

fG+1,5)r6+1) — £, 5)r@)

£ () = - ,

kde sme v podstate len pouzili definiciu derivacie a vynechali detail, ze h by malo byt nekonecne
malé. Respektive, to ¢o sme napisali je tzv. dopredna derivacia a skor vystihuje deriviciu f v ob-
lasti medzi ¢ a i+ 1. Je fajn to mat na pamaéti. No a teraz druhd derivacia f je derivacia derivacie
f. Teraz sa skiisme zamysliet - namiesto toho aby sme znovu pouzili dopredni derivéciu, a teda
porovnavali derivaciu medzi bodmi 4 a i + 1 s deriviciou medzi ¢ + 1 a ¢ + 2 (¢o uz na pohlad
velmi nevyzerd ako zistovanie druhej derivécie v ), spravime prezmenu spatna deriviciu, ktora
symbolicky vyzerd takto: F'(&) = (f(i) — f(: = 1)) /h (¢o je pochopitelne len prva derivacia).
Dalej pocitame a dosadime, ze r(i) = ih,

}ﬁ(ﬂ,)_ 1 [fGr@)] = [(fG=1,)rGE =D
r Or? r(i) hy
_ S+ +1) =276 5) + fE—1,5)(E—1)
th? '

Obdobne (len trocha zlozitejsie) rozdiferencujeme aj druhy ¢len

1 o . of
20 sin 0(j) 90 (S‘mg( D305 ))

sin [(j 4 3) ho] (f(i,5 +1) = f(i,5)) —sin [(§ — &) o] [f(4,5) — f(i,5 —1)]
sin (jhg) i2h2h2 '

Clen sin [( i+ %) hg] moze pdsobit trocha zvlastne, ale vyplyva prave z toho, ze chceme hodnotu
derivacie ,,presne“ medzi j a j + 1.
Zostava nam polozit sicet tychto dvoch ¢lenov rovny 0 a vyjadrit
sin (jhe) ihg [f(i —1,4) (i — 1) + f(i +1,j) (i + 1)]
2i2h3 sin (jhe) + sin [(j + 3) he| + sin [(§ — 3) ho]
fG,j—1)sin[(j— 3) ko] +sin [(5+ 3) ho] (5,5 +1)
t—Sa o 1 X .
2i2h3 sin (jhe) + sin [(] 5) hg] + sin [(] — 7) h@]

fG,5) =
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Toto plati pre potencidl vo vSetkych bodoch, okrem tych, v ktorych je nejaky nédboj. Také
body si napriklad samotné pologule, na ktorych mame ale potencial zadany, a teda st to nase
okrajové podmienky

Priestor si zdiskretizujeme na mriezku a dalej budeme postupne prechédzat jej body a v kaz-
dom zratame dany vyraz. Potom znova a znova, az dokym nam to nedokonverguje. Prikladdme
kéd v Pythone.

import numpy as np
Fi=np.zeros((101,101))
Fi2=np.zeros((101,101))
h=np.pi/200
b=True
eps=10**(-3)
F=100
while b:

b=False

for i in range(101):

for j in range(101):
if (i==100):

Fi2[i,j]=F

elif (i==0):
Fi2[i,j]=0

elif (j==100):
Fi2[i,j1=0

elif (j==0):

Fi2[i,jl=(np.sin(j*h)*i*h*h*(Fi[i-1,j]1*(i-1)+Fi[i+1,j]*(i+1))
+2#np.sin((j+0.5)*h)*Fi[i, j+1]1)/(2*i*i*h*h*np.sin(j*h)+2*np.sin((j+0.5)*h))

if abs(Fi2([i,j]-Fil[i,j]l)>eps:

b=True
else:

Fi2[i,j]=(np.sin(j*h)*ixh*h* (Fil[i-1,j]*(i-1)+Fi[i+1,j1*(i+1))+
Fi[i,j-1]*np.sin((j-0.5)*h)+np.sin((j+0.5)*h)*Fi[i, j+1])/
(2xixixh*h*np.sin(j*h)+np.sin((j+0.5)*h)+np.sin((j-0.5)*h))

if abs(Fi2[i,j]-Fil[i,jl)>eps:

b=True
for x in range(101):
for y in range(101):
Filx,yl=Fi2[x,y]
print (Fi[50,100])

Vysledok je po zaokrihleni 66 V.
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Analytické reSeni

Vyjdeme z obecného FeSeni Laplaceovy rovnice A® = 0 ve sférickych souradnicich

[eS] l
7” 9, ()0 Z Z (Amlrl + Blmr_l_l) Yl’m(07 50) 5
=0 m=—1

kde Yim (0, ¢) jsou sférické harmoniky a A,,; a B, jsou konstanty, které je tieba urcit z po-
catecnich podminek. Souradnice zvolime tak, ze poloprimka 6 = 0 prochéazi vrcholem jedné
poloslupky. V takovém pripadé soufadnice ¢ vystihuje azimutalni symetrii problému a po-
tencidl na ni vibec nebude zaviset. V sumé proto museji zbyt pouze ¢leny s m = 0 a feseni
s azimutalni symetrii mizeme psat ve tvaru

(r,0) = Z Alrl + Blr_l_l) Py(cos ),
1=0

kde Py(x) jsou Legendrovy polynomy. Hleddme potencidl pouze uvnitf koule o poloméru R
a pozadujeme, aby ve stifedu r = 0 nedivergoval, proto musi platit B; = 0 pro vsechna [.
Problém se ndm zjednodusil na

0) = Z Airt Pi(cos 9) . (7)
1=0

Potencial V je specifikovany na slupce r = R, coz vede na

9)_ZAlePz(cos0)—{U(;] ZEE n; )

Nasim cilem je najit konstanty A; takové, aby tato rovnice platila pro vSechna 6 € (0, «). K tomu
vyuzijeme ortogonalitu Legendrovych polynomu danou vztahem

1
2

Rovnici (E) vynasobime Pj(cosf) a pfeintegrujeme, ¢imz dostdvame
2AR! !
51 _l’_Rl = /_1 V(6)P,(cosf)dcosb,

20+ 1
2R!

A

/ V(0)P,(cos ) sinfdb . 9)
0
Nésledné spocitame integral

/Onv(e)ﬂ(cosa)sineda:/_o (_UO)Pz(m)dm—i—/Ol Vo) do —

1

=U (—/()1Pl(—x)d:v+/ole( )d ) Uo (1 - (—l)l)/olpz(x)dx.

(10)
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Pro sudé [ plati A; = 0 a pro liché | musime integral spocitat. K tomu pouzijeme nékolik
vlastnosti Legendrovych polynomt, konkrétné znalost hodnot na krajich integra¢niho interva-
1

lu (1) =1, P(0) = = 1) ( ) pro sudé [ a integralni vzorec pro Legendrovy polynomy

S vyuzitim téchto vlastnosti dostavame

/1 Fi@) do = Pia(1) = P-i(1)  Pya(0) = Poa(0)

2041 20+1 -

1 (=0T 141\ ()T f1-1))
R G W R e WS
(=) (1141 1—1\) _
e (2()*())‘

_ (DT -+ ne-2 _ ()T (l—s—l).

N COT N

Tento vysledek nyni dosadime do (@) a posléze do (a) a (H), ¢imz dostaneme explicitni vyjadfeni
potencidlu uvniti koule pomoci Legendrovych polynomu jako

oo -1
20+ 1 1) [(i+1
d(r,0) = s Vo (1—(-1)") (2l+)1l( 41 )rle(cosﬁ)
2

=0

1—1
()= @2l+1) (1+1
=Uy Z B TE= v QA Rl PZ(COSH)
I liché 2

e _1\n 2n+1
_ UOZ (-1)"4n+3 <2n+2>TP2n+1(c056)

— 222 1\ n+1 ) P

— (—1)" (4n +3) (2n) r2"*! ‘
= Uo 2n+i(n 1 1) \ n ) Rentl Paypy1(cosb).
n=0

Nyni dosadime polohu hledaného bodu 8 = 0, r = % a ziskdme

"4n+3 1
( ) U Z 22n+1 Tl+1 ( >22n+1
— "An +3
_UOZ 42”Jrl n+1 <n>

3 .
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o
Potential

-1

Obr. 1: Vizualiazace hledaného potencidlu (normovéano).

V poloviné cesty od stfedu koule ke kladné nabitému vrcholu polosféry bude tedy potenci-
4l ® = 66 V. Pro pfesnost na dvé platné cifry je postacujici vycislit jen prvni t¥i ¢leny rozvoje.

Simon Pajger Matéj Mezera
legolas@fykos.cz n.mezera@fykos.cz

Uloha M.1 ... na nadrazi 3 body

Legolas utikal na vlak rychlosti v = 3,0m-s™*, kdy# si najednou vsiml, 7e md rozvizanou
tkanicku. Tak se zastavil, po dobu t = 10,0s si ji zavazoval a az potom nastoupil na eskaldtor
pohybujici se rychlosti u = 1,0m-s™" (na kterém samoziejmé zase bézel rychlosti v, nebot
spéchal). Vtom se pldcnul do c¢ela — kdyby byl udélal ten jeden krok navic a tkanicku si zavdzal
az na eskalatoru, usetril by néjaky cas. Ale kolik presné?

Konkrétni délku eskaldtoru znat nepotrebujete, staci, ze je dost dlouhy na to, aby si na ném
Legolas stihl tkanicku zavazat. Lego zmeskal viak.

Zaujima nés rozdiel trvania dvoch dejov. Prvy vyzera tak, ze Legolas sa najprv po dobu ¢
nehybe, a potom prejde eskaldtor rychlostou u + v. Druhy vyzerd tak, Ze najprv po dobu t ide
po eskaldtore rychlostou u, a potom prejde zvySok eskaldtora rychlostou u + v. (Zo zadania
vyplyva, Ze ten zvysok je nezdporny.)

Samotné prejdenie toho zvysku je zrejme v oboch pripadoch rovnaké. Bude nés teda zauji-
mat Casovy rozdiel v bode, ked na eskaldtore dokondf zavizovanie $nirok. Cize v bode vzdiale-
nom ! = ut od zaciatku eskaldtoru.
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Pri druhom deji sa do tohto bodu dostane za cas t. Pri prvom deji sa najprv ¢as t nehybe
a potom prejde vzdialenost [ za Cas
l U

t = =t .
u—+v u—+v

Cize hladany ¢asovy rozdiel je

u

At=(t+t)—t=1t =t =2,5s.
( + l) l u+ v ;98
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha M.2 ... na letisti 3 body

Dano a Danka spéchaji na letadlo do Mexika, a tak oba utikaji po posuvném pdsu (ve sméru
jeho pohybu). Oba maji stejny, presné 1 m dlouhy krok. Dano utikd dvakrat rychleji nez Danka
a potrebuje udélat 28 kroki na prebéhnuti pdsu, zatimco Dance jich staci jen 21. Kolik metri
méri posuvny pas? Legolas chtel stihnout letadlo.

Oznadime si rychlost pasu v a frekvenciu krokov Danky f (tym piddom, kedze dizky krokov st
rovnaké, Danova frekvencia bude 2f). Z pohladu Dana bude dlzka PASU SDano + Spas, kKde Spbano
je vzdialenost, ktort Dano presiel po pase, teda Spano = 28m, a spss vzdialenost, ktord presiel
pas pocas toho, kym na nom Dano stdl. Dano stravil na pése cas 28/(2f), ¢ize dizka pésu
je Spano + 14v/f. Rovnakym sposobom pre Danku dostdvame dizku pasu ako spanka + 210/,
kde spanka = 21 m. Porovnanim tychto vztahov ziskame v/f = 1 m a néslednym dosadenim (do
ktoréhokolvek vyjadrenia) dostaneme dizku pasu 42,0 m.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha M.3 ... v metru 3 body

Matéj rad jezdi metrem. Jednou vystoupil na stanici, ktera byla v hloubce h = 50 m pod zemi.
Vysel nahoru rychlosti v = 1m-s~' po eskaldtoru, ktery se pohybuje nahoru rychlosti v =
=1,5m-s"'. Jakou préci pfitom vykonal? Uvazujme, e jeho hmotnost je m = 60kg.

Matéje fascinuji eskaldtory (i metro).

Celkem byla vykonéna prace W = mgh. Cést z ni vykonal Matéj tim, Ze el, a zbytek vykonaly
jezdici schody. Jelikoz je prace pfimo umérné h, rozdéli se v poméru vyskovych vzdalenosti,
které chodec a schody prekonaly. Protoze je smér jejich rychlosti stejny, vyskové vzdalenosti
budou primo imérné témto rychlostem. Potom vyska, kterou urazil chodec vlastnimi silami,
bude

hy = h——
v+ u
zatimco schody ho vynesly do vysky
he = h—
v+u
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Nyni uz muzeme spocitat vyslednou praci, kterou Matéj vykonal

Wi = mghy, = mgh—— = 11800J.
v+ u

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha M.4 ... v ndkupnim centru 3 body

Cestovali jste vlakem, metrem a letadlem, abyste mohli navstivit ndkupni centrum, které je
samozrejmé vybaveno eskalatory. Na zapnutém eskalatoru jedoucim nahoru trva cestujicimu
vyjit nahoru a zase dolii t, = 50s, na vypnutém t, = 30s. Jaka je rychlost pohybu schodi
zapnutého eskaldtoru, kdy# po nich cestujici jde smérem nahoru rychlosti vy, = 1,0m-s~! a do-
livg =20ms"'? Legolas behd po eskaldtorech v metru.

Vieme zistit dizku eskaldtora z pripadu, ked je vypnuty, kedze vtedy ho cestujici cely prejde

raz hore a raz dole : ;
tvvnhv
bo= — 4+ = = = yhid
U U4 Vn + V4

Pre zapnuty eskalator, ktorého rychlost oznac¢ime u, plati
l l t,

t, = = | = —— _ .
vh+u+vd—u vh—l—vd(vthu)(vd u)

Mobzeme teda zostavif rovnicu

t, tyUnvg
—— (vp +u) (vg —u) = ——
vh+vd(h+ ) (va ) vh +va

tv ULV
vhvd—i—u(vd—vh)—uQ:Vtihd,
Z

tv
u2f(vdfvh)u+ (t—fl) vhvg = 0.

Dostali sme kvadratickil rovnicu pre u, ktorej korene sa

V4 — vn \/(vd + vn)? — dvqun T

u = 5

2

kde nés zaujima korei s plusom (lebo ten s minusom je zaporny), ktory je priblizne v = 1,5 m-s~*.
Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha E.1 ... statisticka 1 - tvod 3 body

Ve statistické fyzice miizeme popisovat soubor castic uzavienych v konstantnim objemu. Tomu
se rika kanomnicky soubor a pravdépodobnost, ze takovy systém najdeme ve stavu n, se ridi

Boltzmannovym zakonem
!
pn = —e B s

48


mailto:m.mezera@fykos.cz
mailto:legolas@fykos.cz

Fyziklani online X. roc¢nik 25. listopadu 2020

kde E, je energie systému ve stavu n, kg = 1,381 - 1072* m%-kg-s 2-K~! je Boltzmannova
konstanta a T je termodynamicka teplota systému. Hodnota Z je presné takova, aby soucet
vsech pravdépodobnosti byl roven jedné. Typicky existuje obrovské mnozstvi stavi, ve kterém
se miuze systém nachézet, ale v této tvodni tloze budeme pracovat se systémem, ktery mé&
pouze tii rozligitelné stavy (n = 1,2,3) o energiich E1 = 1,00-1072°J, Ey = 2F; a E3 = 3E;.
Urcete hodnotu Z pri teplote To = 275 K.

Matéjovi chybéla statistickd fyzika ve FYKOSich dlohdch.

Vyjdeme faktu, ze soucet pravdépodobnosti je 1, tedy

1/ - B _ B2 _ B3
1:p1+p2+p3:§(e BT +e *BT te kBT>
By Eg

E.
Z—e¢ FoT 4 F5T 4o FuT = 0,0774.

Konkrétni hodnota Z nemd vétsinou zadny fyzikdlni vyznam. Jedna se jenom o normalizacni
konstantu, fyzikalné relevantni budou az jeji derivace, coz uvidime v dalsich tlohéch.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha E.2 ... statisticka 2 - ziklady 3 body

Nyni budeme zkoumat kanonicky systém, ktery ma pouze dva riizné stavy. Rozdil energii v obou
stavech je presné AE = 1072° J. Mizete si predstavit napriklad molekulu, kters existuje bud
v zédkladnim nebo excitovaném stavu, ale tento popis funguje pro i zcela obecny systém. S jakou
pravdépodobnosti se systém nachazi ve stavu s vyssi energii, je-li teplota systému Ty = 275 K?

Poznédmka. VyuZijte znalosti z predchozi tilohy. Protoze 1vod nestacil.

Podle zadédni méme pouze dva dostupné stavy s energiemi F1 a F2 = E1+AFE. V tomto pripadé
muzeme snadno dosadit vSechny (tj. obé) moznosti do podminky na soucet pravdépodobnosti,
takze dostaneme

p1t+p2=1,
By 1 _Ei1t+AE
_ kT —_ kT 1
Ze + Ze s
AE Eq

Dosazenim do Boltzmannova zékona dostavame

1 AR ~EpT 1
_AFE e kB .
p2 = =€ kpT — —F = <5 = 0,0670.
ZeFBT 1+e #BT 1+ eFsT

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
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Uloha E.3 ... statisticka 3 - kvantové 4 body
V predchozim prikladu jste museli vyjadrit hodnotu Z, kterou lze spocitat jako

En

Z = E e FBT |
n

kde suma probihé pres vSechny mozné stavy (tj. v minulém prikladu zde byly pouze dva ¢leny),
a pak vyuzit Boltzmanniv zakon pro vypocet pravdépodobnosti. Funkce Z se oznacuje jako
particni suma.

vvvvvv

vyskytovat ve spocetné ruznych stavech. Energie n-tého stavu je (n + %) hw, kden € Ng a hw =
= 1072' J presné je parametr oscilitoru. Uréete s jakou pravdépodobnosti se oscilitor nachazi
v zékladnim stavu (n = 0). Teplota systému je To = 275 K.

Napovéda Z q" = lflq pro q € (0,1). Tady uz konecéné zacind zdbava.
n=0

Spocteme parti¢ni sumu

hw
> (n+g)he L hw s [/ hw \T e ZkpT
7 = § e T — ¢ 2kpT § (e kBT) - .

n=0 n=0 1—e kBT

a dosadime ji do Boltzmannova zakona, tedy dostaneme

1 76_% _hw __hw
po=———e BT =1—¢ T =0,2315.
e 2kgT
Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
Uloha E.4 ... statisticka 4 - kvantové znovu 4 body

V predeslé iiloze jste spocitali particni sumu pro harmonicky oscilator s energiemi (n + %) hw,
kde hw = 1072 J. Ze samotné partiéni sumy je mozné odvodit vsechny termodynamické vlast-
nosti systému. Vézte, ze stredni hodnotu energie E lze spocitat jako

= 2i
B = koT" 2= In (Z(T)) .

Urcete stredni hodnotu energie kvantového harmonického oscilatoru z predeslé tlohy v jednot-
kach hw. Teplota systému je Tp = 275 K.
V puvodni tiloze se méla pocitat druhd parcidlni derivace, ale to by zrejmé bylo moc tézké.
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Vysledek dostaneme zderivovanim parti¢ni sumy jako

_ 0 107
E =kpT’ —In(Z(T)) = kpT? = 70 =
ol 5 m(Z(1) = keT" 7 57
_ 2 L T ) Tt BT
— 0B VA _ hw \ 2 -
(1 —e ’“BT)
l(l_eig?>+efg? 1 14e ®T 1
2
= hw _ = St " L coth = 38197 hw.
(1 —e kBT) 2 e mT 2 kT
Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
Uloha X.1 ... sildk a zavazi 3 body

Kolikrat vétsi silou musi ptisobit biceps, aby udrzel zdvazi o hmotnosti m = 10kg na konci tyce
dlouhé d = 1,0m v porovnani s tim, kdyz toto zavazi drzime primo v ruce? Uvazujte délku
predlokti | = 30cm. Ty¢ ma malou hmotnost a v ruce ji drzime tak, zZe ,prodluzuje® nase
predlokti. Dodo nesl pinev plnou vody.

Silu, ktorou musi biceps posobit, mézeme urcit z rovnovahy na pake, kde bod otacania je laktovy
klb. Zmenou umiestnenia zavazia menime dlzku ramena, na ktorom sila pésobi. Pre podiel sil
mame teda jednoducho

Fr 1+d .
—=—=43.
Fy l ’
Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
Uloha X.2 ... (ne)dychame 3 body

Clovéku se v plicich vyméni asi V = 110001 vzduchu za den. Jakou priimérnou velikost rychlosti
ma vzduch proudici hrtanem, kdyz predpokladame, Zze ma primér d = 40 mm?
Dodo a zdkerné dvojky.

Pri rieSeni vyuzijeme vztah pre objemovy prietok @ tekutiny
Q= Sv,

kde S je prierez otvoru a v je rychlost pridenia. Prietok uré¢ime z mnozstva pouzitého vzduchu.
Objem V musi do plic za den vojst aj vyjst. Prietok nosom je teda @ = 2V/1den. Pre prierez

hrtanu mame
d 2
S = -] .
K (2)
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Vyjadrenim rychlosti a dosadenim za prierez a prietok dostdvame

Q 8V

=2 - __ 2 _  2020ms .
YT S T &2 1den 0,20m:s
Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
Uloha X.3 ... tlak baletky 3 body

Jaky tlak pusobi na kost v poslednim c¢lanku palce na noze baletky o hmotnosti m = 50kg, po
tom, co dopadne jen na tento palec po skoku do vysky h = 0,5m? Tato kost ma v nejuzsim
misté priumér d = 1,3 cm. Predpokladejte, ze baletka brzdi dopad konstantni silou po dobu t =
=0,5s. Dodo se postavil na palec u nohy.

Tlak uréime z definiéného vztahu ako podiel sily a prierezu kosti ako

F _4F

TS w2’

Tlakova sila, ktora na kost posobi, je dana sti¢tom tiaze baletky mg a brzdnej sily, ktorej velkost
ur¢ime z prvej impulzovej vety ako

mv  my/2gh
o=y =7

kde sme dosadili rychlost dopadu pre volny pad.
Ak vztahy pre silu dosadime do rovnice pre tlak, dostdvame

4 (mg + v fgh)
p= — - 6,06 MPa .

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
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Uloha X.4 ... sliny 3 body

Fykoséci jsou velmi Sikovni a dokdzali vyrobit 100 g latky takové, ze 99 % jeji hmotnosti tvorila
voda. Bohuzel se z tohoto vzorku po case trocha vody odparila a nyni je v ném zastoupena
pouze z 98 %. Jakd je soucasnd hmotnost vzorku? Lego md rdd Vsauce2.

KIicové je uvedomit si, ze hmotnost tuhej casti sa zachovava, a vieme si ju jednoducho spocitat.
Na zaciatku tvori 100 %—99 % = 1 % z celkovej hmotnosti. Nakolko povodnd vzorka vazila 100 g,
tuhd cast vazi 100g-1% =1g.

Po tom ako vzorka uschla, uz tvorf tuhd cast 100 % — 98 % = 2 % z celkovej hmotnosti. Celd
vzorka teda musi vazit 1g/2% = 50g.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: https://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku 3
http://www.facebook.com/FYKOS

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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