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Uloha 1 ... nestastny trolejbus 3 body

Trolejbus o celkové hmotnosti My, = 15tun (bez pasaZérii) a objemu V; = 90 m?® vjizdi na most
pres reku. Na mosté ale probihd rekonstrukce a neopatrni délnici tam zapomneéli zakazat vjezd,
takze trolejbus spadne do reky. Kolik maximalné procent objemu trolejbusu mohou tvorit pa-
sazéri, aby po padu vyplaval k hladiné, pokud uvazujeme hustotu lidského téla stejnou jako
hustotu vody? Trolejbus povazujte za hermeticky uzavrieny.

Verca zaslechla, Ze je zdjem o tulohu s trolejbusem.

Oznac¢me si hledany pomér jako z. Vyslednou hmotnost trolejbusu i s pasazéry pak muze-
me zapsat jako M; + zp,Vi. Pokud ma trolejbus vyplavat k hladiné, musi byt vztlakova sila
na ponoreny trolejbus alespon tak velka jako tthova, dostdvame tedy rovnici

(M; + zps V) g = Vipyg .

7 ni uz snadno vyjadiime pomér

_thv*Mt_ M
=BT .
‘/tpv ‘/tp‘/

Po dosazeni hodnot dostaneme x = 83,3 %.

Veronika Hendrychovd
vercah@fykos.cz

Uloha 2 ... naSe staré hodiny 3 body

Staré kyvadlové hodiny se musi kazdou nedéli ve stejny c¢as natdahnout, aby po cely tyden
ukazovaly spravny cas. Pri tomto procesu se vzdy musi zvednout jejich zavazi o hmotnosti m =
= 5,6 kg o h = 31 cm vzhiiru, aby mohlo pres hodinovy strojek znovu pohanét kyvadlo hodin.
To ma délku | = 64 cm, pricemz témér vsechna jeho hmota je umisténa na konci jeho délky.
Kolik energie se priimérné disipuje pri jednom kyvu? Jarda obcas chodi pozdé.

Kyvadlo za cas t = 1tyden = 604 800s ,spotfebuje“ potencidlni energii zdvazi, ktera je
E, =mgh=17,0],

¢ili ztratovy vykon je P = % = 28,1 uW. Kyvadlo mizeme podle zadéni povazovat za mate-

matické s periodou
T= zn\/j; 1,60s.
g

Pfi jednom kyvu se tak prumérné preméni

T .
E=P3 = ”Th\/gzzz,fsw.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha 3 ... musi kotoué 3 body

Mé&me homogenni kotou¢ o hmotnosti M = 10m a poloméru R. Na ném sedi moucha Lubo
o hmotnosti m ve vzdalenosti 0,75R od stredu, pricemz kotouc se i s Lubem otaci tihlovou
rychlosti wo = 1,20rad-s™'. Na okraj kotoude si pfisedne Lubiiv stejné tézky kamardd Slavo
s nulovym momentem hybnosti vzhledem k ose otaceni kotouce. Predpokladejte, Ze obé mouchy
Jjsou hmotné body a ze na soustavu kotouce a much nepiisobi zadné vnéjsi momenty sil. Zjistéte,
Jjakou thlovou rychlosti se bude kotou¢ otacet poté, co si na néj sedne Slavo.

Tomdsovi létaly mouchy okolo hlavy.

Oznacme ¢iselné faktory zo zadania ako o = 10 a 8 = 0,75. Pre moment zotrvacnosti kotuca
plati vztah I = %M R?. V nasom $pecifickom pripade bude poéiatoény moment zotrvaénosti
zahrnovat aj Luba

1 1 1
Ip = 5MR2 +1In, = 5omzR2 + B2mR? = (504 + 52) mR?.

Koncovy moment zotrvacnosti po prichode Slava bude

11:IO+Is:(%a+ﬂ2+l)mR2.

Uhlovt rychlost na konci (po prichode Slava) zistime pomocou zdkona zachovania momentu
hybnosti

Lo= L1,
Towo = hw1,
Io
w1 = WOH’
w1 = g 22
sa+p2+1

wr = 0,848wp = 1,02rad-s *.

Po prichode Slava sa bude kotié ota¢at uhlovou rychlostou wy = 1,02rad-s™*.

Tomds Tuleja
tomas.tuleja@fykos.cz

Uloha 4 ... stiesni 3 body

Martin stoji na strese. Koeficient statického treni mezi jeho botami a stresnimi taskami je 0,7.
Na jaké procento piivodni hodnoty se efektivni koeficient tfeni Martina se stfechou snizi, pokud
si Martin sedne, ¢imz prenese 60 % svoji vahy z bot na kalhoty, které maji se stresnimi taskami

koeficient statického treni 0,47 Martin se ucil pokrgvacem.
V prvnim pripadé je efektivni koeficient jednoduse fi = 0,7. Druhy ptipad vyfeSime tva-
hou. 1 — w = 40% Martinovy hmotnosti se zapocitd s koeficientem f; = 0,7 a w = 60%

s koeficientem fo = 0,4. Efektivni koeficient v druhém pripadé bude

f=04-07+0,6-04=0,52.
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Pri feSeni predpokldddme konstantni sklon stfechy v mistech, kde Martin stal i sedél. Matema-
ticky bychom mohli vysledny koeficient vyjadrit jako

_ B ikt folh

fiFG P+

:fl(l—w)+f2w.

Odpoveédi je pomér téchto dvou hodnot 00”572 = 0,74, coz odpovida 74 %.

Martin Vanék
martin@fykos.cz

Uloha 5 ... pruZina v letadle 3 body

Jak se zméni frekvence kmitani idedlniho pruzinového oscilatoru, kdyz jej umistime do stou-
pajiciho letadla s pretizenim 3g? Odpovéd vyjadrete ¢islem udavajicim pomér ptivodni a nové
frekvence. Vojta kmital v letadle.

Frekvence kmitani pruzinového oscildtoru zavisi pouze na tuhosti pruziny a hmotnosti zavése-
ného télesa, tudiz se v letadle nezméni. Odpovéd je proto 1,00.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha 6 ... soustfedime svétlo 4 body

Mame akvarium a tenkou spojnou cocku o malém priméru, kterd ma ve vzduchu optickou
mohutnost ¢ = 4,20 D. Svitime na ni z velké vzdalenosti bodovym zdrojem svétla umisténym
na jeji optické ose. Cocka je piitom umisténa d = 4,20 cm od akvéria tak, ze jeji osa je kolma
i na sténu akvdria. Akvarium je dostatecné velké, ma tenké sklo a plné vody. V jaké vzdalenosti
od stredu ¢ocky se soustredi paprsky prichazejici ze zdroje? Karel myslel na optiku.

Miuzeme uvazovat, ze na cocku svitime z nekonecna paprsky se proto soustfedi do ohniska.
Pokud by byla ¢ocka pouze ve vzduchu, odpovédi by bylo, Ze se paprsky protnou ve vzdalenosti

1.
f=—=238cm.
®»
My ovSsem mame situaci, kdy se paprsky po vzdéalenosti d opét zlomi. Po prichodu do opticky
hustsiho prostredi se paprsky budou protinat dale, protoze dojde k lomu ke kolmici. Diky
malému pruméru ¢ocky se ndm pouze jednd o paprsky, které jsou blizko optické osy a logicky
muzeme odhadnout! Ze pomér vzdédlenosti bude odpovidat poméru indexi lomu. Dostavame
tak . n "
—=— = xz=—(f—-4d),
F—d " no e =)

kde x znaci vzdalenost protnuti paprskt od stény akvaria. Celkova vzdalenost od ¢ocky je tedy
s:d—&—a::d—i—nﬂ(f—d) = 30,3cm.
0

Paprsky se protnou ve vzdélenosti 30,3 cm od optického stredu cocky. V ramci presnosti jsme

I Toto je rychlejsi a méné korektni varianta feSeni, kterou ale také §lo pouzit. Podrobné&jsi verze nasleduje.
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uvazovali index lomu vzduchu roven indexu lomu vakua, tedy no = 1.

no

Obr. 1: Schematické zndzornéni lomu svétla na rozhrani vzduchu (no) a akvéria (n) —

&arkovand osa o znazornuje osu éocky, o' kolmici dopadu paprsku, plnou éarou je chod
paprsku, h = f — d je vzdalenost, ve které by se paprsky s toutéz vzdalenosti od osy o
(ozna¢me b) protly bez rozhrani a z je vzdédlenost od rozhrani, kde se skuteéné protnou

Podivejme se nyni na podrobnéjsi vysvétleni, pro¢ nase feseni funguje. Celou situaci si
rozebereme na obrézku [l|, ve kterém budou pro lepsi pfedstavu zakreslené tihly. Osa o je optickd
osa nasi ¢ocky. Zajimédme se o to, co se stane na rozhrani vzduchu a vody. Akvarium je sice
sklenéné, takze by mélo dojit ke dvéma lomim, ale je tenké a muzeme tedy uvazovat, ze jde
pouze o jeden lom. Paprsek na sténu akvéria vstupuje pod thlem o« ve vzdalenosti b od osy
¢ocky. Kolmici ke sténé akvaria v misté vstupu paprsku mame oznacenou jako o’ a tihel lomu
je B. Pokud by nebylo v cesté akvarium a paprsek by pokracoval ve vzduchu, vSechny paprsky
by se protly ve vzdalenosti f — d od rozhrani. V nasi situaci se ale protnou déle ve vzdalenosti,
kterou jsme oznagdili jako x.

Tim jsme popsali obrazek a nyni se budeme vénovat reseni. Podivejme se na dva trojihelniky,
které ndm v obrazku vznikly. Vyjadiime tangens thli o a 8

tea = 76 tg 8 = 9
ga=5—y. wh=_.
Druhy vztah upravime na b = xtg 3, dosadime do prvniho a vyjadiime x
tg o
z=(f—-d) =—.
(-0 e

Nyni si pfichystdme Snellav zédkon (zédkon lomu) do vhodné podoby pro dosazeni
. . . no .
no sina = nsin = 8= arcsm(— sin a) .
n

v=(f - tga

tg (arcsin(% sin a)) '
V tuto chvili se nabizi pouzit nasledujici vztah, ktery plati pro vsechna z z defini¢niho oboru

funkce arcsin x,
z

VI—z2

tgarcsin z =
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sin o
cos o

a dostavame

V nasem pfipadé je z = 22 sin a. Pouzijeme také tgo =

-1

20 gin o
z=(f—d)tga n
ng . 2
1—775111 a
sin
2
n n
:(f—d)fw\ll——gsin%l
no sin o n
n 1 ng .
=—(f-4d 1——2sin?a.
no cos o n

Tim jsme dostali dokonce presny obecny vysledek pro paprsky dopadajici pod libovolnym
thlem. Nyni si ale muzeme uvédomit, ze se paprsky diky malému pruméru ¢ocky budou na-
chazet blizko optické osy. Tim padem je tthel a maly a muzeme dosadit a ~ 0, tedy sina ~ 0
a cosa ~ 1. Vyjde ndm pak

n

coz je presné to, co jsme chtéli ukazat. Zbytek feseni, tedy opétovné pricteni vzdalenosti cocky
od akvéria, je pak stejny.

Karel Koldr
karel@fykos.cz

Uloha 7 ... indukované napéti 3 body

Méjme oblast homogenniho magnetického pole. Oblast ma obdélnikovy prifez se stranami
a=3,0m, b=2,0m a vektor magnetické indukce B = 1,0- 1073 T je na ni kolmy. Rovnobé&zné
se stranou a vedeme drat tak, ze jeho volné konce lezi mimo oblast s magnetickym polem.
Tyto konce propojime voltmetrem.

Nyni zacneme dratem pohybovat rovnomeérnym primocarym pohybem rychlostiv = 0,20 m-s™
kolmo na smér magnetické indukce podél strany b. Jaké napéti bude ukazovat voltmetr ve chvi-
li, kdy drat prochazi skrz magnetické pole?

Jindra vymyslel dlohu, kterd md delsi zaddni nez resend.

1

Napéti vypocitame jako pomér malé zmény magnetického indukéniho toku d® skrz smycku
ku malé zméné casu d¢

_d® dSB dx-aB _ B 4
U_E_idt = —a =Bva=6,0-10""V.
Téhoz 1ze dosdhnout uzitim vzorce pro indukované napéti U = Bul.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz
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Uloha 8 ... konstantni atmosféra 3 body

Do jaké vysky by dosahovala atmostéra Zemé, kdyby méla v celém svém profilu konstantni
hustotu p = 1,29kg-m™*? Uvazujte, Ze je Zemé dokonale kulatd a Ze atmosféra ma hmotnost
m = 5,157 - 10'® kg. Karel stdle spekuluje.

Objem atmosféry s konstantni hustotou p by byl

V:%éﬁﬂ%-wm@.

V tloze uvazujme polomér Zemé Re = 6,378 - 10% m — jde sice o rovnikovy polomér, ale v ram-
ci pozadované presnosti na dvé platné cifry ndm to bude stacit. Z poloméru ziskdme plochu
zemského povrchu S = 4nR§e =5,11-10* m?.

Vzhledem k tomu, zZe je atmosféra relativné tenkd, nemusime uvazovat, ze by povrch Zemé
s atmosférou byl o néco vétsi nez povrch Zemé samotné. Vysku atmosféry h pak dostaneme
velice jednoduse podilem objemu atmosféry a povrchu Zemé jako

[
S 4rpRY”
h=78-10°m.

Smyslené atmosféra Zemé by méla vysku pouhych 7800 m.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha 9 ... drmoleni 4 body

Entomolog chytil mola a chce si ho vysusit. Urcete jeho hmotnost po odpareni vody, vite-li,
Ze koule tvorena molem zivych moli
« obsahuje n = 3,346 - 10'° mol molekul vody,
o m4 povrch odpovidajici dvacetiétyrndsobku rozlohy Moldavska (véetné Podnéstri),
o mé4 hustotu p = 27,4kg-m™>.
Vojta poslouchal Dvordkovo Rondo g moll.

Necht N znaci pocet molu v kouli, tedy numerickou hodnotu Avogadrovy konstanty vyjadiené
v mol™!. Nejdifve vypoéitdme hmotnost Zivého mola

m. = ﬂ = p%T[’I’S
™ Na Na
pricemz
24SM _ 6SM
dn T’

kde Sy = 33 843 km? je rozloha Moldavska. Celkové méme

4T[p 6SM % 8p 651%,[ .
- =2 ~313mg.
m MA(R) N\ T T me
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Hmotnost vody v ném obsazené bude

’I’LMHZO .
v=———"=100 .

m Na mg
Proto

m=mm—my = 2,13mg.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha 10 ... nevyklandgjte se z oken 4 body

Hodnostar se veze v koddru. Zatimco se pohybuje rychlosti v = 2,0m-s~1, ji jablko. Jakmi-
le jej doji, vyhodi ohryzek ven z okénka tak, ze mu dodé rychlost o velikosti vy, = 3,0m-s™*
ve vodorovném sméru kolmém na smér jizdy kocaru. Ohryzek trefi do hlavy nic netusicitho rol-
nika, ktery se v momenteé zasahu nachazi ve vzdalenosti d = 1,0 m od hodnostéare a nepohybuje
se. Jakou rychlosti narazil ohryzek do rolnikovy hlavy? Ohryzek povazujte za hmotny bod.
Lego casto cestuje vlakem.

Ohryzek bude mit t¥i slozky rychlosti, na které je mozno z principu nezavislosti pohybt nahlizet
zvlast. Prvni slozku, jiz bude tvofit rychlost ve sméru kocaru (ozna¢me tento smér z) o veli-
kosti vy, druhou slozku vy, predstavujici vodorovnou rychlost, kolmou ke sméru z (tento smér
oznaéme y), kterou byl vyhozen ven, a tfeti, svislou slozku, kterou ohryzek ziskal v disledku
gravitacénfho zrychlen{ (smér zna¢me z).

Obr. 2: Grafické znazornéni pohybu kocaru a ohryzku.

Vime, ze v momenté narazu byla vzdalenost rolnika od kocaru rovna d. Uvédomme si,
ze ohryzek i ko¢ar ve sméru x urazily od okamziku vyhozeni z okna tutéz vzdalenost. To zna-
mend, ze v dobé, kdy ohryzek narazil do rolnikovy hlavy, se koc¢ar nachazel rolnikovi nejblize
(viz obrazek f]). Proto ohryzek ve sméru y musel urazit presné vzdédlenost d.

Diky tomu jsme schopni dopocitat cas jeho letu ¢t = ﬁ, odkud uz umime nésledné urcit
rychlost ve sméru z
d
.Y
Un
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Se znalosti vsech t¥ slozek jiz muzeme pomoci Pythagorovy véty dopocitat vyslednou rych-
lost

d\? . -
v= (g—> +o2+o2=49ms .
Uh
Simon Pajger Vojtéch David
legolas@fykos.cz vojtech.david@fykos.cz
Uloha 11 ... ve zdravém téle zdravy duch 4 body

Méjme pruzné lano upevnéné jednim koncem ke sténé. Za druhy konec tdhne Danka, kterd
stoji na malém koberecku volné polozeném na podlaze. Do jaké maximalni vzdalenosti od stény
muze byt lano Dankou natazeno, aby pruzna sila lana nepritahla Danku i s kobereckem blize
ke sténé? Koeficient statického smykového treni mezi podlahou a kobereckem je f = 0,45,
zatimco mezi Dancinymi chodidly a kobereckem je mnohem vétsi. Danka vazi m = 55kg a
hmotnost koberecku je zanedbatelna. Predpokladejte, ze lano je natahovano vodorovné, jeho
klidové délka je lo = 1,97 m a tuhost k = 164N-m~!. Danka cvicila.

Pruzné sila lana ja dand jeho natiahnutim oproti pokojovej dizke ako F, = k-1,
kde [ je dizka natiahnutého lana. Staticka $mykové trecia sila rastie so zvySovanim sily pruznos-
ti tak, aby ju akurdt kompenzovala, a to az do momentu, ked sa dosiahne maximélnej statickej
sSmykovej trecej sily. Pre tito hrani¢na silu plati

F.=fF,= fmg.

kde F} je trecia sila v opacnom smere pdsobenia lana a F; je sila, ktorou Danka a koberec
posobia na zem. V hrani¢nom pripade sa sila pruznosti vyrovna s maximalnou smykovou trecou
silou

k(l—1o) = fmg.

Z rovnice si vyjadrime dizku lana a dosadime prislugné hodnoty
fmg

k )
l=345m.

l=1o+

Lano moéze byt natiahnuté maximélne do vzdialenosti 3,45 m od steny.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha 12 ... zikeiné zakoufena 4 body

Jeden typicky ioniza¢ni kouiovy detektor obsahuje vzorek ?*'Am odpovidajici radioktivité
1uCi. Kolik takovych detektorii bychom museli minimalné rozebrat, abychom dokdzali spustit
fetézovou reakci? Kritické mnozstvi *** Am odpovid4 priblizné 60 kg.

Pepa neustdle krade dlohy z ucebnic.

Z tabulek zjistime polodas rozpadu 2**Am T = 432,6 let. Mérna aktivita vzorku se spoéte jako

1[dN| AN _ AN

ml|dt| m  NAru'



mailto:legolas@fykos.cz
mailto:vojtech.david@fykos.cz
mailto:daniela@fykos.cz

Fyziklani Online 11. roc¢nik 24. listopadu 2021

kde Ar = 241 je relativni atomové hmotnost 2**Am, v = 1,661 - 10~ 2" kg znaéi atomovou
hmotnostni konstantu a A je rozpadova konstanta 24'Am, tedy “‘?2

Aktivitu vzorku pfevedeme do jeji zdkladni SI jednotky, coz je jednotka Becquerel (Bq =
=s71). Jeji vzthah k jednotce Curie (Ci) je 1 Ci = 3,7-10'° Bq. Mérnou aktivitu americia jsme
totiz urdili v jednotkich Bq-kg™!. Pro hmotnost jednoho vzorku z detektoru potom plati

. 4
m = w £ 0,29ug.

Kritické mnozstvi 60 kg odpovidd pfiblizné 60 kg/0,29 ug = 207 miliarddm detektoru.

Josef Trojan
josef.trojan@fykos.cz

Uloha 13 ... zdroj elektroni 4 body

Uvazujme bodovy zdroj, ktery vyzatfuje elektrony s rychlosti v = 20000km-s~! do roviny yz
a je umistén v homogennim magnetickém poli o velikosti B smérujicim ve sméru osy x. Zdroj
elektronu je obklopen trubkou, jejiz osa symetrie prochazi zdrojem a je rovnobézna s osou y.
Jeji polomér je roven R = 10 cm. Spoctéte minimalni velikost magnetického pole B potirebného
k tomu, aby se vyzarované elektrony nedotkly zmirované trubice. Kiko si cetl zelend skripta.

Na elektrén posobi magnetickéd zlozka Lorentzovej sily
F=evxB,

kde e = 1,602 - 107'° C je elementérny niboj. Magnetickéd indukcia B je orientovani v smere
osi x, ¢o je kolmo na Tubovolny vektor rychlosti v roviny yz. Pre velkost Lorentzovej sily preto
mame

F =evB.

Lorentzova sila je neustale v rovine yz a kolmo na v. To znamen4, ze elektron sa bude pohybovat
po kruznici s polomerom r. Pre dostredivé zrychlenie plati

=qa = =

v? F eBv
r Me Me '

Na to, aby sa elektréony nedotkli trubice, musi byt polomer dréhy elektrénu r najviac polovica
z polomeru trubice R. Z toho vyjadrime minimdalnu velkost magnetickej indukcie

2Mmev .
= =2,3mT.
eR o

Radovan Lascsdk
radovan.lascsak@fykos.cz

10
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Uloha 14 ... je venku zima? 4 body

Navrhujeme zahradni teplomér. Chceme, aby jeho stupnice dosahovala hodnot od —40°C
do 450 °C, pricemz by jeji nejmensi dilek mél odpovidat 1°C. Abychom jednotlivé hodnoty
dokdzali okem dobre rozlisit i ze vzdalenosti 2m od teploméru, potrebujeme, aby jednotlivé
rysky mezi sebou mély tihlovou vzdélenost alespori 4. Polomér kapildry teploméru je 0,2 mm.
Jaké musi byt minimalni mnozstvi lihu v teploméru, aby mohl ukazovat v celém uvedeném
rozsahu teplot? Pouzity Iih m4 objemovou teplotni roztaznost 8 = 1,1-103 K~

Jarda vdm jednou prodd teplomér.

Vzdalenost rysek musi byt nejméné
d=1tgf~10=23mm,

kde [ = 2m je vzdalenost, ze které se divime a 6 = 4’ je tihel, pod kterym musime vidét mezeru
mezi ryskami. Oznacne § = 1 °C velikost nejmensiho dilku. Abychom mohli uvedenou stupnici
zakreslit, musi mit teplomér vysku alespon

AT

Lih tak musi byt schopen vyplnit objem
AV =nr’h = 26 mm?®,

a to pfi zméné teploty o AT = 90°C. Zména objemu v zdvislosti na zméné teploty je
AV = VBAT, kde V je ptivodni objem a 8 = 1,1 - 107K~ je zadans teplotni roztaznost
lihu. Odtud

AV mrlo
- BAT B
V = 266 mm® .
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 15 ... beranidlo 5 bodi
Rozhodli jsme se dobyt Prazsky hrad. Hlavni branu zni¢ime beranidlem ve d/2

tvaru tlustého homogenniho valce o délce d = 2,0 m, poloméru r = 25 cm
a osou umisténou vodorovné. Na horni hranu obou koncu véalce pripneme
| = 2,0m dlouh& lanka, kterd upevnime do spolecného bodu presné nad
stredem valce. S takto sestavenym beranidlem prijedeme k brané tak, ze
jeden jeho konec se dotykd brany. Beranidlo vychylime o o = 20° okolo
bodu zavesu a pustime. Jakou rychlosti narazi do brany?

Jarda chce byt prezidentem FYKOSu.

Vyjdeme ze zdkona zachovani energie. Pti vychyleni o néco zvysime

E, = mgh =mgs (1 —cosa) ,
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kde a =20° a s =r+4/12 — % je vzdalenost tézisté od osy otaceni. Tato energie se premeéni
na rotacni E, = %Joﬁ, kde w je thlova rychlost otdceni a J je moment setrvacnosti valce

vici zvolené ose. Ten nyni musime vypocitat. Valec stale jesté mtzeme pri danych rozmeérech
aproximovat jako tenkou ty¢, jeho moment setrvac¢nosti vici ose prochazejici tezistém kolmo

na osu symetrie je
1
Js = —md”".
12
Chyba této aproximace je asi pét procent, protoze ale jesté musime pouzit Steinerovu vétu,
nebude tato chyba hrat déle roli. Vysledny moment setrvac¢nosti je totiz ze Steinerovy véty

2

— 2_ 1 2 2 az
J=Js+ms 712md +m | r+4/1 7
Rychlost dopadu pak vyjadrime jako
2 1-— 2 1-— _
V= ws = MS: gS( COSO&) 28:17471“1'1'8 1.
d2
Sd? + (r +4/12 — 4>
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 16 ... noéni lekce termodynamiky 4 body

Verca se ztratila na vyleté a rozhodla se prespat ve staré chatrcéi. V noci venku teplota klesla
na to = 10,0°C a Verca uvnitr udrzovala teplotu t; = 16,0 °C. Chatr¢ méla ale ve zdi diru o
rozmérech a X b, kde a = 0,50m a b = 0,30 m. Aby ji neunikalo tolik tepla, zacpala diru dvéma
cihlami o prifezech S1 = a X (b/3) a Sa2 = a X (2b/3) se souciniteli tepelné vodivosti A1 =
=0,80Wm K™ a X = 1,30W-m K™, jejichs délka odpovidala tloustce stény s, =
= 15cm, takZe dohromady presné vyplnily diru. Bylo by ale hezc¢i vidét ven. Jaky by musela
mit soucinitel tepelné vodivosti A homogenni sklenénd deska o tloustce s; = 3,0 mm zasazend
do diry rovnobézné se sténou (jako okno), aby odvddéla teplo z chatrée stejné jako dané dvé
cihly? Uvazujte, Ze zbytek chatrce izoluje dokonale.

Verca se obcas ztrdci i jinde nez na predndskdch.

Velic¢ina, kterou chceme zachovat, je tepelny tok, ktery obecné spocitame jako

ti—to
==

kde t1 — to je rozdil teplot na krajich, R je tepelny odpor télesa

d
R_ﬁ’

pricemz d je tloustka télesa, skrz které teplo vedeme, S je prufez télesa a A je jeho soudinitel
tepelné vodivosti. Protoze rozdil teplot je v obou pripadech stejny, staci ndm porovnat tepelné
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odpory cihel a sklenéného kvadru. Odpory se skladaji stejné jako v elektrickych obvodech, tudiz
pro celkovy tepelny odpor paralelné ulozenych cihel plati

1 o i i - ab()\1 + 2)\2) —~ R — 3s1
Rt o R1 Ro - 351 el = ab()q =+ 2)\2)
a tepelny odpor sklenéného kvadru je
_ 52
Rex = 0%
Po dosazeni do rovnosti
Rcl - RC2
dostaneme
B s L, st
222+ A1 A o 3s1 ’

Vidime, ze nic kromé hodnot jednotlivych souciniteli a tlousték nemélo na vysledek vliv, protoze
viechny ostatni veli¢iny byly pro oba pifpady stejné. Ciselné dostaneme X = 0,0227 W-m > K1,

Veronika Hendrychovd
vercah@fykos.cz

Uloha 17 ... pohybujici se kladky na vagénu 5 bodu

Méjme vagon ve tvaru kvddru, jenz se pohybuje se zrychlenim a = Hm—l‘
=1,2m-s"2. Na ném je poloZeny mensi kvadr s hmotnosti m, = 15kg,
ktery je lanem pres kladku spojeny s dalsim kvadrem o hmotnosti mo =
= 10kg, visicim pred predni sténou vagonu. S jakym zrychlenim budou
kvadriky akcelerovat vzhledem k vagonu, pokud je koeficient treni mezi
kvadriky a vagonem f = 0,15 a lano i kladka jsou nehmotné?

Legolas velmi rdd upravuje vlastni ulohy.

ma -—

Nakolko lano aj kladka st nehmotné, tak sila, ktorou lano faha kvider ms nahor je rovnako
velka, ako sila, ktord tahd kvader m; dolava. Oznac¢me si velkost tejto sily T

Na kvader m1 este okrem sily T" pdsobi trenie (takisto aj norméalova sila od vagéna a tiazovd
sila, tie sa vSak vyrusia). Velkost trecej sily bude klasicky Fl! = fmig. Této sila pésobi proti
zrychleniu, takze vysledna pohybova rovnica pre tento kvader bude

T — fmig=miar,

kde predpokladame, ze kvader bude viac zrychlovat ako vagén a teda bude po nom kizat
smerom dolava. Ak by bol tento nas predpoklad nespravny, vysiel by ndm na konci zaporny
vysledok. Ale pozor! Ten by nestacilo len tak odovzdat, nakolko by to znamenalo, Ze sme
cely cas predpokladali nespravny smer zrychlovania a v celom nasledujicom vypocte by sme
pocitali s opaénym znamienkom trenia! Preco predpokladdme prave tento smer? Z jednoduchého
odhadu, ze mia < mag.

V ststave zrychlujicej spolu s vagénom tla¢i kvadrik meo na stenu vagéna silou maa, Co je
nebude vo vodorovnom smere zrychlovat, ¢o by sme celkom ¢&akali). Vo zvislom smere nai
teda posobi trecia sila velkosti FZ2 = fmaa, tiazové sila Fg = mag a tahova sila lana T.
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Konzistentne s prvym kvadrikom predpokladajme, Ze aj tento bude zrychlovat smerom dole a
potom dostavame rovnicu
mag — T — fmea = meas .

Nezname v tychto dvoch rovniciach st zrychlenia a sila 1", nakolko si1 ale oba kvadriky priviazané
na jednom napnutom lane, ich zrychlenia budd rovnako velké v stistave spojenej s vagénom.
LenzZe a1 sme si napisali ako vysledné zrychlenie, ¢ize z neho potrebujeme vyjadrit zrychlenie
kvadrika m;1 v ststave spojenej s vagénom a’. To méZeme spravit bud pripoéitanim zotrvacénej
sily, alebo uvedomenim si, e a1 = a + a;. V kazdom pripade dostaneme

T — fmig — mia = miaj .
Nésledne pouzijeme fakt, ze v tejto stistave plati pre velkosti zrychleni az = a}, potom rovnice

sCitame, ¢im sa zbavime aj neznamej T' a vyjadrime vysledné zrychlenie

mag —mia — fmaa — fmig = (m1 + me) az

az = Mag = Ma = fmaa = g =22ms 2.
mi1 + me

Samozrejme, Ze sme rovno mohli zacat pracovat v sistave zrychlujicej spolu s vagénom. V nej
by sme interpretovali mi 2a ako zotrvacnu silu posobiacu na telesd v tejto sistave a po velmi
podobnom (a asi trochu kratSom) vypocte by sme dospeli k rovnakému vysledku.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 18 ... pozor na kasnu 4 body

Na nameésti je kruhova kasna o priméru D = 6 m. Uprostred ni tryska kolmo vzhiiru pramen
Jjici voda dopadla mimo kasnu? Predpokladejte, ze vitr fouka vodorovné a preda kapkam vody
20 % své rychlosti. Danka sledovala déti koupajici se v kasneé.

Cim dlhsie budd kvapky vody vo vzduchu, tym dalej mézu doletiet. Preto je najvyhodnejsie,
aby kratky poryv vetra prisiel tesne po vystreknuti vody. Takto ziskaju kvapky horizontalnu
zlozku rychlosti v = 0,2vy, kde vy je hladand rychlost vetra. Cas T, ktory stravi kvapka nad
zemou je dvojnéasobok casu jej padu t z najvyssej vysky h. Preto

Toor—2,/2
g

kde g je gravita¢né zrychlenie. Hrani¢ny pripad, kedy kvapka dopadne priamo na okraj fontany
nastane, ak v horizontdlnom smere prejde polomer fontdny, ¢o nastane ak vT' = D/2. Tym
padom vietor musi fikat rychlesie ako

5 / . _
’UV:Z %D:&i’)ms L

Radovan Lascsdk
radovan.lascsak@fykos.cz
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Uloha 19 ... Beryllgliiser 5 bodu

Ma&me dvé tenké cocky, které maji stejny tvar. Jedna je z plastu o indexu lomu n, = 1,67 a m4d
optickou mohutnost ¢, = 4,20D. Druh4 je z berylu a ma index lomu ny, = 1,57. Jakou ma
druhé ¢ocka optickou mohutnost? Cocky se nachdzi ve vzduchu.

Karel slysel, zZe drive byla brylovd skla z berylu, z cehoZ vznikl némecky ndzev bryli.

Pre tenkt Sosovku mézeme optickdt mohutnost spocitat ako

mn1 1 1
() ().
v (TLQ 1 * T2
kde ns je index lomu okolitého prostredia. To je v nasom pripade vzduch s indexom lomu n, =
=1, n1 je index lomu $oSovky (Cize bud plastu, alebo berylu) a r1 a ry st polomery zakrivenia
sosovky. Tie nas ale velmi zaujimat nebudd, pretoze vieme, Ze obe SoSovky maju rovnaky
tvar a teda hodnota (1/r1 + 1/r2) bude pre obe SoSovky rovnakd. Tento vyraz mdZzeme urcit
z hodnoty optickej mohutnosti plastovej Sosovky
1 1
@p:(np_l) <*+*)

T1 T2
e _ <i+i)
np — 1 rioor2)

A to uz len dosadime do rovnakého vyrazu pre berylovi sosovku

1 1 ©p
= -H|l—+—) = -1 =3,57D.
o = (o ) (m + T2) (m )np -1 '
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha 20 ... napou$téni vany 3 body

Robert o hmotnosti m = 60kg a o stejné hustoté, jako méd voda, si chtél napustit vanu a u toho
si zmérit pritok vody z kohoutku. Vana ma obdélnikovou podstavu 150 cm X 75cm a Robert
napustil vodu do vysky h = 20cm, pfi¢emz byl ponofen p = 80% svého téla. Napousténi
trvalo t = 8 min. Urcete priitok vody. Robert travi aZ moc casu ve vané.

Objem vany do vysky hladiny vody je Vi = abh = 0,225 m>. Robert ale né&jakou vodu vytlaéuje.
Vytlacuje ji pfesné tolik, kolik je jeho ponofeny objem. Ten je V, = pm/p = 0,048 m?. Objem
napusténé vody je tak jen V = Vi — V,, = 0,177 m®. Priitok vody tak je

Q= % =221min"t.

Robert Gemrot
robert.gemrot@fykos.cz
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Uloha 21 ... Lipno a relativita 5 bodu

Jarda zjistil, Ze béhdni je ndrocné. Chtél se urychlit na 99 % rychlosti svétla, ale potifeboval by
na to hodné energie. Aby si takové mnozstvi energie dokazal bez problémi predstavit, spocital,
kolikrat by musel ohrat a vyparit celou nadrz Lipno o objemu 310 miliont krychlovych metrii,
pokud by v ném vzdy byla na poddtku voda o teploté 20 °C. Jarda m& hmotnost 75kg. Kolik
mu vyslo, predpokladame-li, Ze to spocital spravné? Jardovi dosla energie.

Pri rychlosti v tak blizké rychlosti svétla ¢ je celkova energie pohybujiciho se predmétu déna
relativistickym vztahem

kde myo je klidovd hmotnost. Nyni, kdyz je Jarda v klidu a piSe vzorék, je jeho energie Ey =
= moc?, takze k urychleni potfebuje ,jen“

AE=F—Ey=moc® | —— — 1| =6,09moc”.

Nyni spocitame, kolik tepla je potieba na jedno ohfati a vypareni Lipna. Je to soucet
Mco AT + Ml = pV (¢y (Tv — To) + 1),

kde M = pV je hmotnost vody v Lipné, V = 310 - 10° m® je objem Lipna, p = 998kg-m~>
je hustota vody, ¢y je mérna tepelna kapacita vody, ! je mérné skupenské teplo vypatrovani
a Ty —Top = 100°C — 20°C = 80°C je potiebny rozdil teplot. Nakonec uz jenom vyjadiime
pocet téchto vyparovacich cyklu jako

6,09moc’

= =51,1=52.
TV (e (Tu —To) + 1)

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 22 ... Lissajousovo protinani 5 bodu

Ma&me bod, ktery kmitd v ose x podle rovnice x = xm, sin 5wt a v ose y pak podle y = ym, sin 6wt,
kde xm a ym jsou maximélni vychylky, které mohou byt riizné, t je cas a kde 5w a 6w jsou tihlové
rychlosti kmitani. Na kolika riznych mistech v roviné xy se graf pohybu protne?

Karel rad zaddvd néco s Lissajousovymi obrazci.

Nejrychlejsi teseni je vykreslit si graf v libovolném programu, ktery podporuje parametrické
rovnice. Jednou z nejptriméjsich moznosti je vyuzit Wolfram Alpha ¢ ktery je dostupny zdarma.
Vykreslujeme graf pro zm, = ym = 1, protoze tyto dvé hodnoty pouze skédluji velikost grafu, ale
neméni pocet protnuti. Podobné poklddame w = 1, protoze to ndm pouze 1ika, jak rychle bod
grafem prochéazi. Vzhledem k poznamce, Ze se pohyb opakuje do nekonecna, vykresli i velice
pomalé kmitani cely graf. Méame-li nyni graf podobny tomu, ktery vidime na obrazku g, staci

2https://tinyurl.com/lissajous-intersections
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sin(6t)

1 —08 —06 -04 —02 0 02 04 06 08 1
sin(5t)

Obr. 3: Vznikly Lissajousuv obrazec.

spocitat body, kde se Lissajousova kfivka protind sama se sebou. Jdeme-li po ,sloupcich pro-
tnuti“, s¢itdme 4 +54+4+5+4+5+4+5+4+ 544 =49. Kdybychom to vzali po fadcich,
dosli bychom k témuz vysledku 5 +6+5+6+5+6+ 5+ 6 + 5 = 49. Graf pohybu se tedy
protina celkem na 49 riznych mistech.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha 23 ... pobihajici dirigent 5 bodu

Pred zacatkem kazdé zkousky symfonického orchestru se vSechny ndstroje naladi. To probihd
tak, ze klavir ¢i hoboj vydaji komorni A (pro ucely této dlohy predpoklddejte, ze se jednd o
tén o frekvenci fa = 443 Hz) a ostatni hudebnici své ndstroje doladi podle nich. Predstavme si,
ze nestihajici dirigent béhem tohoto procesu jesté na posledni chvili pobiha mezi jednotlivymi
instrumentalisty rychlosti vq = 3,0m-s~*. Predpoklddejme, Ze kdyz bé&zi mezi hobojistou a
klaviristou, tény jejich nastroji interferuji. Jakou frekvenci rdzi uslysi?

Vojta neuspésné ladil cello.

Frekvenci raza fr urcime jako rozdil frekvenci, které k dirigentovi dorazi. Bez ijmy na obecnosti

predpoklddejme, ze bézi od hobojisty ke klaviristovi. Pak:

fo=fo—fo=1fa (C+Ud) — fa (C_c”d) :2fA%d = 774 Hz.

C

Alternativné lze na tlohu nahlizet tak, ze dirigent bézi stojatou vinou vzniklou interferenci ténu
klaviru a hoboje. Réz poté uslysi pokazdé, kdyz probéhne pres nékterou z kmiten, které jsou
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c

od sebe vzdélené polovinu vinové délky, tedy T Frekvenci réazt poté urc¢ime jako prevracenou
hodnotu c¢asu T, ktery mu bude trvat tuto vzdalenost prekonat, tedy:

1 Va
L= = = 2fa o,
fe=7F=2fa-
coz dava tentyz vysledek.
Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz
Uloha 24 ... na vy3ce nezalezi 4 body

Uvazujme klasické matematické kyvadlo — hmotnou kulicku na nehmotném lanku. Toto kyvadlo
umistime do balénu a nechame stoupat atmosférou. Teplota okolniho vzduchu klesa linearné s
nadmortskou vyskou h jako t = to — kh, kde to = 25°C a k = 0,007 K-m ™. Zdroveri ale vime, Ze
intenzita gravitacniho pole Zemé s rostouci vyskou nad povrchem pomalu klesa. Jaky by musel
byt (nenulovy) soucinitel teplotni roztaznosti lanka «, aby perioda kmiti kyvadla zistala na
vysce nezavisla? Jardovi je v 16. patre na kolejich zima.

P:QTE\/T,
g

kde g je tithové zrychleni a [ je délka lanka. Tihové zrychleni je ovSsem ve vyssi nadmorské vysce h
mensi, protoze gravitacni sila se vzdalenosti od Zemé klesi. Pokud zanedbame odsttedivou silu,

plati
GM goR% 2h
9= % = e 2o(l-5- ),
T (R@ + h) R@

kde Rg je polomér Zemé a go je tihové zrychleni na povrchu Zemé.

Jestlize mé perioda zistat konstantni, ale tthové zrychleni se zmensuje, musi se zmensit i
délka zavésu. To se ovSsem déje kvili teplotni roztaznosti. Délka kyvadla se méni linedrné s
teplotou podle vztahu

Perioda matematického kyvadla je

l:lo(l—a(to—t)):lo(l—a(to—to+l€h)) :lo(l—akh) s
kde « je hledany soucinitel teplotni roztaznosti. Protoze perioda mé zustat stejnd, musi platit

Lo 1 lo(1—akh)

")
odkud

2 . —5—1
= ——=45-10°K .
T Rok

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha 25 ... dutd Zemé& mi mnoho variant 5 bodu

Na jakou hodnotu by se zmensilo gravitacni zrychleni na povrchu Zemé, pokud by nase planeta
nebyla plnd, ale byla to pouze kulova slupka se stejnym vnéjsim polomérem, jako ma Zemé
nyni, avsak s tloustkou pouze D = 100,0km? Uvazujte, ze by kulova slupka byla homogenni
a méla stejnou hustotu, jako ma primérné Zemé. Vysledek udejte jako ndsobek gravitacniho
zrychleni, které nyni ptisobi na povrchu Zemé. Karel se pordd vraci k motivu kouli.

Hmota planety je dle zadani sféricky symetricky rozlozena. Na jejim povrchu tak muzeme

Yy

od kterého jsme vzdéleni Rg (polomér Zemé). Muzeme tak pouzit Newtontv vzorec pro silu
pusobici na téleso hmotnosti m, resp. zrychleni

mM@ M@
F=G =2 a,=G=2.
R2, £ 7R

Vzorce jsme napsali zatim pro pivodni situaci s plnou planetou. Protoze se ma zménit pouze

hmota planety, a to tak, Ze obé maji mit stejnou hustotu, ale novd bude duté, pak se bude

pavodni a nové zrychleni lisit pouze objemem. Objem duté koule vyjadieny pomoci D a Rg je
4 4

Vb = 37 (B3 - (R — D)°) = 37 (3R5 D — 3Re D” + D°)

Gravita¢ni zrychleni na povrchu duté planety bude

b 3R%D — 3RgD? + D?
ap = 7ag = 3
R
(&)

Vs ag =0,0463¢g.
Gravitacni zrychleni na povrchu duté planety by bylo méné jak pétiprocentni oproti povrchu
plné Zemé. Cim tend je slupka, tim spiSe bychom mohli zanedbat druhy a t¥eti ¢len v soudtu.
V pripadé zanedbani druhého a tretiho ¢lenu by se vysledek lisil uz na druhé platné cifte.
Zanedbéni pouze tretiho ¢lenu se projevi az na paté platné cifte.

Podle zadéni jsme uvazovali pouze gravitacni zrychleni a ne tihové. Zanedbali jsme tedy
rotaci Zemé. Kdybychom chtéli uvazit korektné zrychleni, které budeme pocitovat na planeté,
museli bychom znét i konkrétni polohu a rychlost rotace. Tu jsme dokonce ani neméli zadanou
— mluvilo se o Zemi, ale ne o tom, jestli myslena planeta bude rotovat stejné ¢i jinak ve srovnani
se Zemi. Dokonce by se dalo usuzovat, ze pokud by méla byt stabilni, méla by rotovat pomaleji
pri své nizsi hmotnosti.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha 26 ... kmitajici kladka 5 bodit
Méjme nehmotnou kladku visici ze stropu na pruziné o tuhosti k = 80 N/m. Pfes tuto kladku
je prehozené nehmotné lano, pricemz jeden jeho konec je pripevnény k zemi a na druhém visi
téleso o hmotnosti m = 1kg. Pokud téleso trochu stahneme doli a pustime, jaka bude perioda
malych kmiti soustavy? Lego md rdd kmity a kladky, tak je konecné spojil.

Ked potiahneme teleso o z nadol, kladka sa pohne smerom dole len o z/2. To vyplyva napriklad
z tvahy, ze keby sme potiahli oba konce lana visiace cez kladku o x, aj kladka sa pohne o x. My
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sme vsak potiahli o x len jeden koniec, zatial ¢o ten druhy je fixovany na mieste, takze kladka
sa pohne o z/2.

Tym padom sa pruzina natiahne o z/2, ¢ize sila, ktorou pruzina tahd kladku nahor sa zvadsi
o kx/2. Otézka ale znie, ako sa zvicsi sila, ktorou posobi lano na teleso? Kladka je nehmotn4,
takze sila na nu poésobiaca musi byt vzdy nulovd. Aj lano je nehmotné, takze pnutie v nom
musi byt tiez rovnaké po celej jeho dzke. Obe strany lana visiace z kladky ju teda tahaju dole
rovnakou silou. Takze ak naréstla sila, ktorou pruzina taha kladku hore o kz/2, tak pnutie v
lane musi vzrast o polovicu tejto hodnoty, ¢ize kxz/4.

A teda, ked teleso potiahneme o x dole, tak sila, ktorou ho lano tahé hore vzrastie o kxz /4.
Cize tuhost, ktort teleso pocituje je (kx/4)/x = k/4. Nésledne staéi dosadit do vzorca pre
periddu linedrneho harmonického oscilatora a dostavame

[ m /m
T =2x m—4ﬂ Z~174S.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 27 ... jeden zvy$il, druhy narostl 5 bodi

Lega chytili lidojedi a zavreli ho do chatrce, ve které ma idealni zdroj stejnosmérného napéti,
hodné dokonalych vodici a nékolik rezistori, kterym Ize ménit odpor (tedy reostatii). Aby ho
lidojedi nesnédli, musi sestavit takovy obvod, aby v ném existoval reostat, kterému kdyz zvysi
odpor, tak v néjakém jiném reostatu v obvodu vzroste proud. Kolik minimdlné reostatii musi
takovy obvod obsahovat? Pokud takovy obvod neexistuje, uvedte jako odpovéd 0.

Lego netust, jestli by se z néj vibec nékdo najedl. ..

Zatneme tuvahou od najmensieho (teoreticky) mozného poétu reostatov. Uvedomime si, ze
pre 1 reostat dané podmienky splnit nebude mozné, nakolko ak na nom zvysime odpor, pr-
ud idtci cez neho klesne (a iny reostat, ktory by splnil druht podmienku, v obvode nie je).

Pozrieme sa teda na pripad 2 reostatov. Ak ich zapojime do série, zvySovanim odporu na
ktoromkolvek z nich znizujeme prid prechadajtci cez oba reostaty, opit teda nespliame druht
podmienku. Ak dva reostaty zapojime paralelne, a na jednom z nich zvys$ime odpor, prud idudci
cez neho klesne a prud iduci cez druhy reostat ostane nezmeneny. Napriek tomu, ze sme stéle
nedospeli k spravnemu rieseniu, mozno intuitivne citite, ze sa k nemu blizime.

Prejdeme teda na pripad 3 reostatov. Uvedomime si, ze vyhradne sériové alebo vyhradne pa-
ralelné zapojenia sa budu spravat analogicky k pripadu dvoch reostatov. Ak zapojime 2 reostaty
sériovo a treti k nim paralelne, opédt dostaneme situdciu zhodnd s dvomi paralelne zapojenymi
reostatmi. Vyhodnotime teda dalsiu moznost zapojenia — dva reostaty (oznacme ich R1 a Ra)
zapojené paralelne a tret{ (R3) k nim zapojime do série. Pri zvySovani odporu Rs prid preché-
dzajici cez zvysné 2 reostaty klesd a naopak, zvysovanim odporov R; a R klesd prud iduci
cez R3 (neuvazujeme pripad kedy je jeden z dvojice R1 a Rz nulovy, nakolko by sa prid opéit
nemenil, ¢o nie je pripad ktory hladdme). Zamyslime sa vsak, ¢o sa bude diat s pridom idicim
cez Rs, ak budeme zvysovat odpor R;.

Najprv si potrebujeme vyjadrit prid idici cez Rz (ozna¢me ho Iz, ostatné prudy analogicky).
Celkovy prad idici obvodom je teda zaroven rovny Is. V mieste, kde sa obvod vetvi sa musi
celkovy prad I3 rozdelit medzi dve vetvy, rozdeli sa v obrdtenom pomere odporov (cez mensi
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odpor pojde vacsi prud). Cez Ro teda pdjde prad I» = I3Ri/(Ri1 + Rz). Potrebujeme ale
este spocitat celkovy prud I3, ziskame ho ako pomer napétia U na zdroji a celkového odporu.
Celkovy odpor je sicet odporu Rs a paralelného zapojenia, ktoré mé odpor RiR2/(R1 + R2).
Celkovy prud je

U R+ Rs

I3 = =U .
3 R3—|—R1R2/(R1 +R2) RiR3s + R2R3 + R1R>

Pomocou tohto si mézeme vyjadrit prud idudci cez Ra

Ry R: Ri1 + R Ry

I =1 —U —U .
T PRIt Ry Ri + Ro RiRs + RaRs + RiR» RiR3 + R2Rs + RiR:

Rovnaky vysledok by sme dostali ak by sme najprv spocitali, ako sa rozdeli napétie, a nasledne
spocitali pomer napétia na paralelnom zapojeni a Ra.
Podme vsak spéit k hlavnej otdzke — je moznost, ze zvysenim Ry narastie I5?7 Neostdva ndm
snad ind moznost, nez vysledok zderivovat podla Ry
0y _ RiR3+ RaRs+ RiRz — Ri(Rs + Ra) RoR3

OR1 (R1R3 + RaR3 + R1R>)? (R1iRs + RoRs + R1R2)?

Dostévame, ze derivicia I podla R je (pre kladné odpory) vzdy kladnd, t.j. prad iddci cez
odpor Rz rastie s odporom R;. Dostali sme teda presne taky obvod, aky Tudozriuti po Legovi
pozadovali, na zostavenie tohto obvodu sme potrebovali 3 reostaty. Zaroven sme si na zaciatku
rieSenia overili, ze pre nizsi pocet reostatov splnit podmienky ludozritov nepdjde. Spravna
odpoved na otazku teda je, Ze dany obvod musi obsahovat minimélne 3 reostaty.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 28 ... Doppler na cesté domi 6 bodu

Christian Doppler Sel jednou domu. Po chvili si v$iml, Ze v obou smérech (v jeho sméru i
v protisméru) chodi lidé rychlosti v = 1,0m-s™' s rozestupy | = 4,0m. Rozhodl se, Ze toho
vyuzije a najde rychlost, jakou se ma pohybovat, aby cestou domii potkal co nejméné lidi. Jaky
je minimalni pocet lidi, které Doppler potka cestou domu, kdyz je od svého domu vzdaleny
d = 5,2km? MiiZete predpokladat, ze d > 1, relativistické efekty neuvazujte.

Legolas je tak trochu autik.
Oznac¢me vp Dopplerovu rychlost. Potom cas, ktory uplynie medzi stretnutim dvoch oprotiid-

tcich ludi bude ]

v+ vp

Z toho plynie frekvencia stretavania protiidacich ludi

tp =

1 v + vp
o= tp [
Obdobne urc¢ime frekvenciu stretdvania Iudi iddcich v rovnakom smere ako
1  |v—wp]
Jr= 1
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Absolttna hodnota potom rozdeluje rieSenie na dva pripady, kedy okoloidici obieha,jflE Dopplera
(vp <), a pripad ked Doppler obieha okoloidticeho (vp > v).

Pocet Tudi, ktorych Doppler stretne je sti¢inom celkovej frekvencie stretdvania a ¢asu, ktory
bude Dopplerovi pri danej rychlosti trvat cesta domov, ¢ize t = Ui. Pod celkovou frekvenciou
myslime sicet frekvencii stretdvania Iudi v jednom a druhom smere. V skutocnosti sa jedna
skor o aktsi priemernu frekvenciu, nakolko nam ale stac¢i celkovy pocet Tudi, ktory stretne a
vieme, ze ich stretne velmi vela (lebo d > [), Gplne ndm stacéi tento tudaj.

Aby sme sa zbavili absolitnej hodnoty, rozdelme si problém na vyssie diskutované pripady.

Okoloidiici obiehajii Dopplera (vp < v)

Vysledna frekvencia bude
v+ vp vV — UD v

Fo=— T

¢o je konstanta nezavisld od Dopplerovej rychlosti. Celkovy pocet Iudi, ktorych cestou stretne
tak bude

N=fr=2""d
l’UD

Minimum je zjavne pre maximalnu hodnotu vp. Mame podmienku vp < v, takze najmensi
pocet Tudi, ktorych moze stretnit bude v tomto pripade Numin = 2d/I.

Doppler obieha okoloidiiceho (vp > v)

Vyslednd frekvencia bude

v + UD Up — U UD
v = =2—.
f l l l
Celkovy pocet Tudi, ktorych cestou stretne teda bude
]\/v:fvt:2v7Di :Zg :Nmin,
l vp l

takze pri rychlosti vicsej ako v stretne Doppler cestou domov vzdy Nmin Tudi. Minimalny pocet
Tudi, ktorych moze stretniit na ceste domov je Nmin = 2d/l = 2 600.

Za povsimnutie stoji, ze ak by sme zastup okoloidicich interpretovali ako vinu s vinovou
dizkou [ a rychlostou 3irenia v, teda s frekvenciou fo = 7, dostdvame rozsirenim vyrazu pre

frekvenciu stretavania
v+ vp v v+ vp
fp = - = fO

I v v

vztah pre Dopplerov posun s pohybujicim sa pozorovatelom, ako aj analogicky pre f..

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

3pripadne cestujii rovnako rychlo
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Uloha 29 ... #licka 5 bodii

Jarda vytahl z mycky 1Zicku a povésil ji na stojan na pribory. Jelikoz samozrejmé nevési pribory
dokonale, Izicka se na stojanu po poveéSeni houpe ze strany na stranu. Zjistéte, jaka je perioda
Jjejich kmiti, pokud ji aproximujeme jako rovinny ttvar tvoreny kruhem o poloméru R = 1,5cm,
na jehoz okraj nasedd obdélnik o sitce a = 0,7cm a délce b = 9cm. Lzicka ma tloustku 1 mm
a je vyrobena z materidlu o hustoté p = 8000kg-m~3. Maly otvor pro povéieni na stojan se
nachézi ve vzdalenosti s = 1 cm od konce Izicky uprostred jeji sitky.

Jardovi chybi na kolejich mycka na nddobi.
Pouzijeme vztah pro periodu fyzického kyvadla

T =2/ —,
mgd

kde J oznaCuje moment setrvacnosti télesa vuci ose otaceni, m je hmotnost télesa, g tihové

_ MmiT1 + mak2
m1 + me

Protoze tloustka 1zicky je konstantni, hmotnosti jednotlivych ¢asti jsou imérné jejich plocham.

abt + nR*(b+ R)
_ 2 —
e ab+ nR2 = 7.67cm,

spocitat moment setrva¢nosti. Ten bude souc¢tem momentu setrvacnosti kruhu a obdélnika,

u obou utvaru vztazeny k ose otdceni. Moment setrvacnosti kruhu vici ose prochazejici jeho

stfedem je %mkRi = %nptRﬁ, kde my oznacuje hmotnost kruhu a Ry jeho polomér. Pomoci

Steinerovy véty najdeme moment setrvacnosti této c¢asti lzice vzhledem k jeji ose otaceni jako
2

Jx = %mkRi—i-mk(b—i—R—s)Q =nR%p (R2 + (b+R—s)2) ,
Jk = 5,167-10"° kg-m?.

Podobnym zpusobem najdeme moment setrvacnosti obdélnika vici ose otaceni lzice (vici ose
prochézejici jeho stfedem by mél hodnotu 1—12mO ((12 + b2)) jako

7i 2 5 (éi )27 a2+bQ (§7)2
Jo_l2m0(a +b)+mo 3 s) =abtp 15 + 5 s ,

Jo =9,597-10" % kg-m?.

Hmotnost celé 1zicky je ziejmé
m = me + M :tp(ab+rcR2) ,
m =10,69g.
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Vysledny vztah pro periodu ma proto podobu

nR? (%2 +(b+R- 5)2) +ab (Lgbz + (g - 5)2)
)

T =2n b )
g(ab§ +nR?(b+ R) — s(ab+ nR? )
T =0,59s.
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 30 ... na plazi 6 bodu

Jarda si se svymi kamarady haze micem na plazi u more. Ve vodé se dokaze pohybovat rych-
lostf 0,7 m-s™*, zatimco na sousi je to 1,0m-s~*. Jarda stoji pfesné na rovné hrané vody a pldze
a vi, Ze mi¢ do jeho blizkosti dopadne presné za 3 vteriny. Jak velka je plocha, na kterou miize
dopadnout mic¢, aby ho Jarda stihnul chytit ve vzduchu?

Jarda byl u more v Recku, misto aby vymyslel 1lohy.

Jarda mé t¥i moznosti, kudy se vydat. Prvni je po plazi, kde se za ¢as t = 3s mize dostat do
vzdalenosti ss = vst kterymkoli smérem. Muze tak pokryt plochu o velikosti

2
TSg

2

S = =14,14m>.

Druhou moznosti je analogicky bézet vodou, zde je maximalni vzdalenost sy = vyt. Je tu ovsem
jesté treti, kombinovand moznost. Pobézi po plazi, presné po hranici pevniny, a v néjakém
okamziku se za¢ne pohybovat vodou.

Pro popis tohoto pohybu pouzijeme analogii s lomem svétla. To se pohybuje po kfivkach s
nejkratsim casem, jinak receno, za néjaky cas urazi nejvétsi moznou vzdalenost. To je presné
to, co potiebujeme. Jardiv pohyb popiseme pomoci Snellova zdkona, pri¢emz rozhrani je sa-
mozrejmé hranice vody a plaze. Ve Snellové zdkoné jsou ovSem néjaké indexy lomu, které se
ale u této plaze nekoupou. Zékon si tak musime trochu upravit. Podle definice je index lomu
pomeér rychlosti svétla ve vakuu ¢ a rychlosti svétla v daném prosfedi v. Pak mtuzeme Snellav

zakon prepsat na tvar
sina; _ sinas

U1 V2
Uhel oy je v nasem pripadé pravy, protoze se Jarda pohybuje po rozhrani. Pak tihel od kolmice
ke brehu, pod kterym se Jarda vyda do vody, bude roven
.Uy
Qg = arcsin — .
Vs

At se vyda do vody kdekoli, vzdy to pro néj bude nejlepsi pod timto ihlem od kolmice k rozhrani
vody a plaze. Ozna¢me x vzdalenost od jeho pocatecni polohy do mista, kde se rozhodne jit do
vody. Pak ve vodé stihne urazit vzdéalenost

xT
wmn(i-2).
Vs
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Hranice, kam timto zpusobem dorazi, je tsecka. Jeden konec je na pomezi plaze a vody 3,0m
od pocatku a druhy je ve vodé 2,1 m od pocatku pod dhlem a2 od kolmice ke brehu. Plocha,
které lze takto dosdhnout, ma pak tvar pravoihlého trojihelniku a velikost

1 .
Sk = §th2\/v§ —02=225m>.

Pro pohyb pouze ve vodé tak zbyva uz jen kruhova vysec s thlem a2. Ta mé plochu

Sy = %nss =1,70m?.
2

Posledni dvé uvedené plochy musime uvazovat vzhledem k symetrii dvakrat. Celkové tak muze
pokryt plochu

2

S=8+2(S+5) = v2 —U%—!—arcsinf}—v(vvt)Q =221m?.

o1)?
%Hvt

2.1m

Obr. 4: Znadzornéni Jardova uc¢inného prufrezu.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

25


mailto:jardah@fykos.cz

Fyziklani Online 11. roc¢nik 24. listopadu 2021

Uloha 31 ... kmitajici obrué reloaded 6 bodu

Méjme dvé obruce, pricemz horni s polomérem r = 1,0m je pevné uchy-

. . . . ; . , \\ ,,
cena ve vodorovné roviné a spodni s polomérem R = 1,5m je k té horni f’:’z‘z‘;:‘.’zzztzf’si%
privdzdna nékolika nehmotnymi lanky tak, zZe vSechna jsou stejné dlouhd /?W&

~ XA AN
a pri pohledu shora sméruji radidlné. Cili spodni obruc¢ taky lezi ve vodo- //“ TR

rovné roviné a jeji vzdalenost od roviny horni obruce je ho = 2,0 m. Necht
ma spodni obru¢ hmotnost m = 1,0kg. Kdyz s ni trochu pootocime, jakou
bude mit periodu malych kmiti? Lego upravil svoji ilohu z minulého rocniku.

Ako je to vo fyzike takmer so vsetkym, aj periédu malych kmitov mozno vypocitat viacerymi
sposobmi. UkdZeme si tu jeden menej zndmy (4no, mohli ste ho vidiet pri rieSeni velmi podobnej
Glohy vo Fyziklani online 2020), ale zato velmi efektivny sposob riesenia tohto problému.

Postup spodiva vo vyuziti zdkona zachovania energie. Ako vhodni sdradnicu na popis pro-
blému si zvolime uhol pootocenia spodnej obruce z rovnovaznej polohy .

Kinetickd energia rotujucej tenkej obruce je

Ey = %Iwz = %mR2¢2.

S potencidlnou energiou je to trochu zlozitejsie. Pozrime sa na jedno lanko a oznac¢me si
jeho dizku 1. Ak dalej oznac¢ime horizontalnu vzdialenost bodov, v ktorych je lanko uchytené k
obruciam, ako d a obdobne ich vertikdlnu vzdialenost ako h, dostaneme z Pytagorovej vety, ze
vzdy musi platit P=n4+dV rovnovaznej polohe plati d = R —r a h = hg, preto celkovo
dostdvame 1> = hZ + (R— r)2. Pre vyjadrenie potencidlnej energie je podstatnd prave zmena
vzdialenosti rovin, v ktorych obruce lezia.

Potrebujeme urcit d po vychyleni o uhol ¢. Tym, Ze sa jednd o horizontalnu vzdialenost,
si mozeme nakreslif tento problém v rovine. Pri pohlade zhora st body, v ktorych je lanko
prichytené v rovnovdznej polohe (¢ = 0) na jednej priamke so stredom obruéi. Po pootodeni
jednej z obruci o ¢ dostavame trojuholnik so stranami R, r,d, kde strany R, r zvieraju uhol .
Vzdialenost d dostaneme pomocou kosinusovej vety

d>=R?>+ 1> —2Rrcos .
7 Pytagorovej vety teda pre novia vzdialenost medzi obru¢ami dostédvame
R =1 — R* — 2 +2Rrcosp.

Dosadime za I? a dalej vyuzijeme, Ze pre ¢ < 1 plati cosg ~ 1 — ¢*/2. Potom
2
h? =hZ+ (R—7r)>— R®—r® 4+ 2Rr (1— “02) = h2 — Rry®.

Nas vsak zaujima hlavne zmena vzdialenosti voc¢i rovnovaznemu pripadu. Pre malé x m6zeme
vyuzit aproximéciu (1 4 z)® = 1 4 ax. Celkovo tak dpravou dostdvame

Rr? Rry?
Ah=hoy/1— —ho~ — .
2\ h2 0 2ho

Voci svojej nevychylenej polohe sa spodnd obru¢ zdvihla o —Ah. Zmena potencidlnej energie
je potom

1mgRr -

E:— A:
p mgAh 2 ho
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Pripomenme si, Ze pre linedrny harmonicky oscildtor (hmotny bod na pruzinke) je kineticka
a potencialna energia dana ako

1 .
Eyx = ime,
1
E, = ikmz.

Peri6da kmitov je potom T = 214/ m/k. Ostédva ndm vSimnit si, ze odvodené vztahy pre energiu
nasho systému mézeme zavedenim efektivnych hodnét pre hmotnost mer = mR? a tuhost kes =
= %éh previest na pripad LHO, nakolko periéda kmitov nezavisi na volbe siradnic, v ktorych
oscilator popisujeme. Celkovo preto plati

2
T =on, [Tt gn [Ty [BRO - g5
kef %Or rg

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 32 ... koneény obvod 6 bodi

Na obrézku vidite fragment elektrického obvodu s rezistory r = 2,35Q a R = B
= 271,2). Fragmenty miizeme spojovat dohromady podle nékolika pravidel:
e Kazdy konektor A (kromé prvniho fragmentu) musi byt pfipojen k
pravé jednomu B.
e Obdobné kazdy B (kromé posledniho) je nutné spojit s jednim A.
e Vsechny konektory C musi byt zapojeny do jednoho bodu. A C
e Jind spojeni nejsou povolena.
Nésledné propojime konektory A a C' z prvniho fragmentu s jednou svorkou
multimetru, na druhou pripojime B toho posledniho. Kolik nejméné frag-
menti musime spojit, abychom namérili vétsi odpor nez R, = 23,727
Jachym chtél vymyslet dlohu s pruzinkou, ale néjak mu to nevyslo.

Ozna¢me R,, odpor n fragmentt. Z obrazku E vyplyva

(r+Rn)R

Rpy1=———,
T TR+ R

kde Ry definujeme jako Ry = 0. Hleddme takové ptirozené ¢islo n, pro které plati R, > R..
Mizeme si na to napsat jednoduchy skript, ale postaci i tabulkovy procesor. Vysledkem je n =
= 26.

Jdchym Bartik
tuaki@fykos.cz
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Bn+1
r R
B, = An+1
R,
A1 =C1 =0, Cri1

Obr. 5: Schéma zapojeni pro fragment n + 1. Obr. 6: Schéma zapojeni celého obvodu.

Uloha 33 ... ki¥iva stiecha 6 bodii

Lije tak moc, Ze za hodinu spadne 20 mm srazek. Strecha starsi budovy ve tvaru obdélniku s
rozméry a = 20m a b = 10 m m4d zanedbatelny sklon, ale dostatecny na to, zZe vsechna voda ze
strechy stéka do jednoho mista a odtud pada na zem. Jakou silou piisobi proud vody dopadajici
na zem, kdyz se po dopadu odrazi smérem nahoru s rychlosti pétkrat (k = 5) mensi nez byla
pred dopadem? Voda ze strechy odtéka tak rychle, ze se na ni udrzuje konstantni mnozstvi
vody. Strecha je ve vysce h = 3m nad zemi. Uvazujte, Ze voda odtékajici ze strechy ma nulovou
pocatecni rychlost ve vertikdlnim sméru. Danka sla okolo budovy s krivou strechou v lijdku.

Silu, ktorou voda (padajica zo strechy a odrazajica sa od zeme) pdsobi na zem, spocitame
pomocou 2. Newtonovho zakona ako

_ % _ AmAv

F_At_ At

Uvedomime si, ze AA—’;‘ je vlastne hmotnostny tok @,, dany hmotnostou vody, ktord v kazdom
okamihu spadne zo strechy. Teda

Qm = Rabp,
kde R = 20mm-h™* = 555um-s™! a p = 998kg-m > je hustota vody. Pre velkost zmeny
rychlosti vody pri odraze plati

1
Av:vo—l—%:vo(l—i—E),

kde rychlost priadu vody pri dopade na zem v spocitame z jej volného padu ako vg = +/2gh,
kde uvazujeme, ze potencidlna energia vody vo vyske h sa zmenila na kinetickd energiu.
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Po dosadeni tychto vyjadreni do vztahu pre silu dostdvame

F = Rabp+/2gh (1 + %) .

Po dosadeni prislusnych hodnét zistime, ze priad vody tlac¢i na zem silou F' = 10,2 N.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha 34 ... ommatidium 6 bodii

Hmyz ma oci slozené z mnoha jednotlivych malych casti, takzvanych om-
matidii. Kazdé ommatidium miizeme povazovat za plny kuzel s vrcholovym
tihlem 2ap = 14°. Ve vrcholu tohoto kuzelu jsou umistény fotoreceptory. Na
druhé strané je kuzel uzavren kulovou plochou o poloméru R = 17 um, ktera
Jje souosa s kuzelem. Na povrchu je priumeér ommatidia d = 25pm. Urcete,
jaky prostorovy tihel miize vnimat jedno ommatidium, jestlize je jeho vnitrek
vyplnén prostiredim o indexu lomu n = 1,3.

Jarda si zkusil skolni studentsky projekt.

Ulohu fesme naopak — predstavme si, 7e paprsek vychézi z fotoreceptort
do prostoru ommatidia a lame se na kulové plose smérem do okolniho svéta.
Necht takovy paprsek vychazi pod dhlem « od osy kuzelu. Pak dopada na
kulovou plochu pod thlem v pocitanym od kolmice, tedy od pfimky spojujici
stred krivosti a bod lomu paprsku. Ze sinové véty mizeme urcit sinus tihlu ~
jako

. L.
siny = = sina,

R

kde [ je vzdalenost stfedu kfivosti povrchu ommatidia od vrcholu vnitfniho kuzelu. Tu ze
znamych hodnot najdeme jako

2
d_ _ RL% =90,3um.

l:
2tg ag

Podle Snellova zdkona najdeme vystupni thel ¢ od kolmice ke kulové plose jako
sinyp =nsiny =n—sina.
¥ Y R

Pokud tento thel odecteme od thlu, ktery svird spojnice bodu lomu na kulové plose a stiedu
kiivosti s osou kuzelu, dostaneme smér paprsku vzhledem k ose kuzelu. Uhel tohoto sméru lze
vyjadrit jako

l l
B=180— (180 — v — a) — p = v+ a — p = arcsin (Esina) + « — arcsin (nﬁ sina) .
Miuzeme napfiiklad graficky ovérit, ze tato funkce je zadpornd a klesajici. Extrémnich hodnot
tak nabyvd na okraji ommatidia, tedy kdyz a = ag = 7°. Pro tuto hodnotu se do vrcholu
kuzelu dostanou i paprsky jdouci |3| = 10,0° od osy ommatidia. Protoze |8| > ao, je zorny
thel ommatidia vétsi nez jeho dhlovy prumér. Protoze byla hodnota thlu 8 zapornd, vidi
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ommatidium vSechno obricené vici své ose. Prostorovy tihel uré¢ime jako pomér plochy, kterou
vytind kulovy vrchlik o vrcholovém thlu 28 na kouli, ku kvadratu poloméru této koule, tedy

_ 2nRv _ 27R* (1 — cos B)

Q jro B =21 (1 —cos ) =0,095sr.
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 35 ... termodynamicky kanén 6 bodu

Méme vodorovné poloZeny vélec s podstavou S = 2,5dm? a délkou | = 2m, jehoZ jeden konec
je uzavreny a druhy ne. Ve valci se nachazi pist o hmotnosti m = 24 kg, ktery se v ném miize
pohybovat bez treni a dokonale tésni. Objem plynu mezi pistem a uzavienym koncem je Vo =
= 3,5/. Nejprve je vse v klidu a rovnovaze — tlak venku i mezi pistem a uzavienym koncem
je roven normalnimu atmosférickému tlaku, taktéz teplota je vsude Ty. Potom ale v jednom
momenté dojde k vybuchu — teplota uzavrené casti plynu se zméni na 10Ty a latkové mnozstvi
se zde zdvacetindsobi. Jakou rychlosti opusti pist valec? Predpokladejte klasickou rovnovaznou
termodynamiku a ze plyn ma Poissonovu konstantu k = 1,4. Lego si chtél z nekoho vystrelit.

Povedzme, 7Ze Casti plynu zavretej medzi piestom a uzavretym koncom valca budeme hovorit
wnutro kanéna“ a vsetkému ostatnému plynu ,vonkajSok kanéna“.

Co sa bude diat s plynom vonku? Objem plynu vonku mézeme povazovat za nekoneény. To,
Ze ho trochu stla¢ime (tym ako piest pojde von z valca) nemd ako ovplyvnit jeho tlak, a teda
smerom dovniitra bude piest vzdy tlacit tlak po.

Co sa bude diat vnutri? Proces sa zrejme odohra velmi rychlo, takze nebude ¢as na vymenu
tepla. Musime preto uvazovat adiabaticky dej, pre ktory plati, Zze sa zachovava hodnota suci-
nu pV". Sta¢i ndm teda spocitat, aky bude tlak na zaciatku a nésledne vieme pre kazdu polohu
piestu tlak vnutri spocitat ako

_ Vo\"
Pin = Ping (V) )

kde okamzity objem V spocitame ako sii¢in plochy podstavy valca S a vzdialenosti hrany piestu
od uzavretého konca z. Na zaciatku je tato vzdialenost o = V5/S = 1l4cm. Zostéva teda
spocitat tlak okamzite po vybuchu, na ¢o vyuzijeme stavovi rovnicu pV = nRT. Vybuchom
sa na pravej strane zdesatnédsobi teplota a zdvadsatnasobi latkové mnozstvo, prava strana teda
narastie dvestondsobne. Na lavej strane je objem v okamihu po vybuchu stéle rovnaky, takze
lava sa musi 200-krat zvacsit tym, ze dvestondsobne narastie tlak, ¢ize pin, = 200po.

Sila pdsobiaca na piest bude vysledne F' = S (pin — po). Niekto by sa mohol uchylit k rieSeniu
diferencidlnej rovnice, to ale nie je vobec potrebné — staci tuto silu zintegrovat po celej dréahe a
dostaneme pracu, ktori plyn na pieste vykonal

! K K l
W = / S (ZOOpo (&) —po) dz = {Spo (200 (E> 1 ot x)}
- Sx S/ 1—-k -

= Spo (200 (%)n : i — (17w ) (- a:o)> :
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Dalej stac¢i dosadit za o a tdto pracu polozit rovnud kinetickej energii piestu

2w ]2 Vo™ 1 (e E)l_” _(_E) 0 el
v = mW_\/mSp0<200<S) 1/~c<l (S l 5 =96m-s .

Ak by sa niekto chcel vyhnit aj integrovaniu, d4 sa k rovnakému vysledku dospiet pomocou
vzorca na pracu pri adiabatickom procese (mozeme si vSimnit, Ze aj nds vysledok je v tvare
»praca vykonana na pieste je rovna rozdielu prace vykonanej plynom vnutri a prace vykonanej
na plyn vonku®).

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 36 ... t&zist& hlemyzdé 6 bodu

Jak daleko od stredu spiraly se nachazi jeji tézisté, je-li v polarnich souradnicich zadana jako r =
= ay, kde a = 0,1m-rad™" a ¢ oznacuje tihel v radidnech? Spirdla ma konstantni délkovou
hustotu X\ a opisuje thel 10m. Jarda bojuje se slimdky na zdhonku.

Zavedeme kartézské souradnice v roviné spirdly. Osa x necht m4a smér tthlu ¢ = 0 a kladny smér
osy y necht lezi ve sméru ¢ = 90°. Jednotlivé body spirdly jsou pak popsany soufadnicemi

T = apcosp,
Yy =apsing.

V zavislosti na uhlu ¢ vyjadrime délku elementu oblouku spiraly di jako

dl = \/dz? +dy? = a\/(cosnp—cpsincp)2 + (sin + pcos )2 dp = ar/1 + @2 dyp,

kde jsme veli¢iny dz a dy zapsali jako diferencialy predchozich rovnic. Nyni dokdzeme spocitat
délku spiraly prostiednictvim vztahu

10m
L:a/ V14 e2de.
0

o — fOLx)\dl 7afowngocos¢)1/1+so2dgo
T = = .
fOL)\dl fOIOK /1 + S02 dgﬁ

Oba integraly vypocitejme numericky, napt. s vyuzitim WolframAlpha (byt integral ve jmeno-

. 6,26418m .

Analogicky vypocitame y-ovou polohu tézisté jako

107 .
y afo psing/1+¢>de | —987085m
T = < =
[ it 2 de 495,80
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d= /22 +y2 =0,199m

od pocatku souradnic. Vzhledem k tomu, Ze nékteré body spirdly jsou od pocdtku vzdéleny

zjednodusi na
10 o
Jy #Pcospde | 6283m

107 = 74935
Jy Tede ;

=0,0127m.

T = a

raly 0,200 m. Vidime tedy, ze vysledek aproximace je velmi podobny pfesnému feseni. Vyhodou
ale je, ze pouzité integraly jiz maji analytické feseni a nemusime je pocitat numericky.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 37 ... Zizen je velika 6 bodi

Jarda pri svém putovani pousti narazil na kanystr s vodou. Kanystr ma tvar kvadru o Sifce ¢ =
=20cm, délce b = 40cm a vysce a = 60 cm. Kanystru chybi viko a uprostred spodni hrany o
délce c se nachazi kohoutek, kterym vytéka voda. Nadoba je naplnéna z 90 procent. Jarda ma
opravdu velkou zizen a tak chce, aby voda z kohoutku vytékala co nejvétsi rychlosti. O jaky
thel od kolmice k zemi tak musi kanystr kolem hrany c naklopit? Jarda prvné nadobu naklopi
a az poté otevre kohoutek. Jarda pracoval na jihomoravskych stepich.

Rychlost vytékani vody je imérnd odmocniné z vysky vodniho sloupce nad otvorem, je tedy
potieba naklonit nadobu tak, aby byla hladina nad spodni hranou co nejvyse.

Najdeme zavislost vysky hladiny na thlu naklopeni ¢. Ozna¢me h vysku hladiny nad ko-
houtkem, h; vzdélenost hladiny po strané nad kohoutkem a hs vzdéalenost hladiny od spodniho
rohu. Je zfejmé, ze nddobu musime naklanét smérem nad kohoutek, takze hi > ho.

Obr. 7: Obrazek kanystru s vodou.
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Predpokladejme, ze se zadnd voda z kanystru nevylila. Pak je jeji objem konstantni pti
naklopeni a rovny V = 0,9abc. Pti pohledu z boku je to plocha ohranicena hladinou a sténami
niadoby S a vyndsobend délkou hrany c. Tato plocha je ziejmé S = b%ﬁ. Daéle vidime,
ze hicosp = h a btgy = h1 — ha. Najdeme tedy

V.  btgy
hh=—+—2—
YT ke + 2
* v bsi
h = hicosp = ﬂ—&— Sy
be 2
P1i dosazeni za objem v
bsin ¢

h =0,9acos ¢ + 5

Derivaci mizeme najit polohu maxima této funkce jako pmax = 20,3°. Kanystr ovSsem nem4 viko
a voda z néj vrchni stranou zacne vytékat drive, nez se podafi ndadobu naklonit na tento thel.
Jakmile néjaka voda vytece vrchem, nebude jiz vyska vody nad kohoutkem nikdy maximalni.
Protoze predchozi rovnice je od ¢ = 0 do pmax rostouci, bude hladina nad kohoutkem nejvyse
pravé tehdy, kdyz se bude hladina dotykat horniho okraje naddoby. To nastava tehdy, kdyz h1 =
= a, odtud

2a — 2V 0,1
t — be —9 )
gP =" a7
odkud ¢ = 16,7°.
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 38 ... otoény kondenzitor 6 bodu

Kondenzator tvori dvé otoc¢né piilkruhové desky o poloméru R = 2cm ve vzajemné vzdalenos-
ti d = 0,1 cm, mezi kterymi je vzduch. V pocdatecnim stavu jsou obé desky presné nad sebou a
kondenzator je nabit na napéti Uy = 20V, poté je zdroj odpojen. Pri otaceni jedné desky od
druhé kolem osy prochazejici stfedem rovné strany desek piisobime momentem sil. Jakou ma
pocatecni velikost? Jardovi nesel povolit sroub.

Na deskach zustane ndboj Q. Ten je podle zaddni (permitivita vzduchu je pfiblizné stejnd jako
pro vakuum)
eSUy _ enR’Up

@=Cl=—= ="

2
P1i otaceni desek vici sobé se méni kapacita kondenzatoru, méni se tak i jeho energie % Na
2 _ 2
pocatku je plocha kondenzétoru "§ , pti otoceni o thel ¢ bude plocha kondenzatoru %.

Dosadime vzorec pro kapacitu % do vyrazu pro energii a derivujeme podle thlu, ¢imz dosta-
neme moment sil (tzv. princip virtudlni prace)

o dE _9EdC [ @\ ([ eR?
T dp  oCdp 202 2d |-
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Velikost momentu sil v pocatecni poloze ¢ = 0, kdy C' = 5’;};2, vychézi
eR?UZ ~10
M= = -1 Nm.
1d 3,5-10 m

V pocéatecni poloze jsou vSechny okrajové jevy zanedbatelné.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 39 ... nezvratny pad 7 bodl

Predstavme si téleso o hmotnosti M = 72kg, které pustime z vysky h = 12m nad zemi. V
tu chvili na néj z bodu, kam by zanedlouho dopadlo, zacneme strilet kulometem s kadenci
f =2000min~"' (pri¢emz prvni naboj byl vystielen v ¢ase 1/f od pocatku pohybu). Naboje
maji hmotnost m = 11,3 g, pohybuji se rychlosti v = 790m-s~' a po srdzce ziistanou spojené s
télesem. Za jak dlouho téleso dopadne?

Jachym védel, Ze to casem spadne, ale chtél védet, kdy presné.

Oznaéme rychlost télesa tésné pfed i-tou srazkou v; a tésné po i-té srdzce v;, kde obé rychlosti
mif{ smérem doli. JelikoZ téleso padd v tihovém poli, za éas T = f~* zrychli o viy1 — v} = ¢7T.
Hmotnost télesa bude obdobné M; = M + (i — 1)m, M = M + im = M;41. Déle si napiSme
rovnici dokonale nepruzné srazky, pti které se zachova pouze hybnost,

—muv + Mi’Ui = (m —+ MZ) ’U; = Mi+1”UZ/- y

kde jsme zanedbali jakékoli zmény v rychlosti ndboji zpusobené tihovou silou, protoze by se
(vzhledem k velmi vysoké rychlosti a kratké dobé letu) prakticky nestihly projevit. Ze stejného
divodu neuvazujeme ani to, ze ndboje do télesa ve skutecnosti nenardzi s periodou 7', ale trochu
rychleji, protoze se k nim téleso pohybuje. Upravou predchozi rovnice dostévame

;  —muv+ My,  —mo+ (M+GE—1)m)v

Y = Mi+1 - M +1im ’
—mv+(M+(i—1)m)v; + (M +im) gT
s g = ST AL G U)ot (O i) _
—v+(k+i— 1) v+ (k+1i)gT v
= ~ — i T7
kit PR

kde k = 2. Aproximaci si miizeme dovolit, protoze k > 1 ¢ili (k+i— 1)/ (k +4) ~ 1. Odtud
ziejmé

. L1
vizng—vE —_—
j:2k+J

Vsimnéme si, ze sumu pocitdme az od j = 2, protoze musi platit vEl = ¢gT — prvni srazku
uvazujeme az v case T, takze do té doby jesté téleso pada ,,normalné“® Déle se ndm bude lépe

4Zanedbavame dobu letu, takze predpokladame, ze kulka do télesa narazi presné v okamziku, kdy byla
vystrelena. Perioda T' = 30 ms je rddové stejné velk4, jako by byla pocatecni doba letu (pfiblizné 15 ms), takze
by se mohlo zdat, ze tato aproximace neni opodstatnénd. Nicméné chyba vysledku tlohy, kterd timto vznikne,
skute¢né bude zanedbatelné.
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pocitat s rychlosti na za¢atku posrazkového intervalu, takze si ji vyjadiime dosazenim za v;41
do ptvodni rovnice

it1 i
. 1 . 1
vé:vi_‘_lngz(erl)ngvg <k+j)gT:ngU§ (W)

j=2 Jj=1

Celkova dréha, urazena do okamziku ptred n-tou srazkou, potom bude

n—1 n—1 n—1 1
_ ’ 1 2\ _ 2 . 1 n o2
;rn—Z(viT—i—igT)_gT ZZ_UTZZW+§QT =
i=0 i=0 i=0 j=1
_n TQ—anZ_IiL—"—z T? —vTo(n) (1)
-2 k+j+1 29 o) -

i=0 j=1
Chceme zjistit, po kolika krocich vyjde z, > h. K tomu mizeme pouzit naptiklad tabulkovy

procesor typu MS Excel nebo néjaky skript. Druhou moznosti je aproximovat posledni sumu
jako

NOEES ) SI(FE NESRINES o) ol (IF Ry

:%ZZ((’C— ) —J) —;Z((k—l)i—i(i;’”)_
—Q;ZO:((%gg)ii?) _21162((2]‘:3)71(712—1)n(n—1)6(2n—1)>_
_nm-1)@Bk-4-n)

N 6k2 ’

coz muzeme udélat, pokud k > n. To je pro zadané hodnoty splnéno vice nez dostatecné,
takZe nami nalezend funkce aproximuje sumu téméi presné. Zaroven je to jistym zpusobem
zajimavéjsi vysledek nez predtim odvozené x,, které popisuje drahu télesa pouze v diskrétnich
casovych bodech t,, = nT. Misto toho ted muzeme prejit ke spojitému casu t a dodefinovat n
mimo celoc¢iselné hodnoty jako n(t) = ¢/T. Dosazenim do vztahu ([l]) a aproximaci sumy podle

rovnice vyse dostavame
1 5, ot [t t
Xt)y=zgt"—— [(=—-1 k—4——.
B =39 ~ G2 (T )(3 T)

O této funkei jsme uz ukézali, ze pro celoéiselnd n plat{ X (nT) =~ x,. Nyni vSak ptijdeme jesté
dal a bez pfimého dukazu Fekneme, ze X (t) aproximuje skutecnou drahu télesa x(t) nejen v
»celoCiselnych® casech t = nT', ale pro kazdé redlné t*

Fyzikalni intuice je takovd, Ze hodnoty x, ,prokldddme“ polynomidlni zavislosti (stupné 3).
No a jak vime, shoduji-li se dva polynomy nejvyse N-tého stupné v alesponi N 41 bodech, nutné
se shoduji ve vSech. V tomto piipadé se sice funkce x a X v bodech z, rovnaji jen priblizné (a
x zfejmé nemuze byt polynomem, nebot mé nespojitou prvni derivaci), ale v rdmci presnosti
tlohy je to dostatecné presnd aproximace.

5Samoziejmé jen pro dostateéné malé hodnoty — po vystiileni dostate¢ného moznosti naboji by prestal
platit zakladni predpoklad aproximace k > n. Nastésti, téleso v té dobé uz dadvno spadne na zem.
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Ted uz nezbyva nez polozit X (t) = h a najit ¢as dopadu ¢. Situaci ndm trochu komplikuje
fakt, ze se jedna o obecnou kubickou rovnici tvaru
0=vt’ + 3 (gk*T* — vT (k — 1)) £* + vT” (3k — 4) t — 6hK°T? .
Numericky nicméné snadno zjistime, ze jedinym kladnym fesenim je ¢t = 2,04 s.

Jdachym Bartik
tuaki@fykos.cz

Uloha 40 ... Zivot je kratky 7 bodi

Matéj nasel kus cistého radia 225. Po chvili ale zjistil, ze se mu rozpada [~ rozpadem na ak-
tinium s polocasem rozpadu 15 dni. Tim to ale nekonci, aktinium totiz podléha « rozpadu
na francium s polocasem rozpadu 10 dni. Za kolik dni od nélezu radia bude mit Matéj nejvice
aktinia? Matéj ukradl z predndsky o pocitacovych metoddch.

Mnozstvi radia, respektiva aktinia, které Matéj vlastni{ v Case ¢, oznac¢me R(t), resp. A(t),
a jednotlivé rozpadové konstanty ozna¢me postupné Ar a A4. Situaci mizeme shrnout takto
AR Aa
R(t) = A(t) == F(t).
Pro R(t) a A(t) mizeme sestavit nasledujici diferencidlni rovnice
R=—-)grR(),
A= —XaA(t) + ArR(t) . (2)
Prvni rovnici zjevné resi
R(t) = Roe 2",
kde Ro je pocatecni mnozstvi Matéjova radia. Toto FeSeni dosadime do (E)
A= —XaA(t) + Rodge ME'.
ky A(0) = 0 dojdeme k zavislosti
ArRo —Aat At
Alt) = ———— (e 4" —e "BY) |
Mnozstvi aktinia bude maximalni pravé v pripadé, kdyz zavorka nabyde extreméalni hodnoty.

7 rovnice A(tmax) = 0 tak dostaneme

ta
_ _ trta ln(f) .
)\ e AAtmax _ )\ e ARtmax — 0 = t"‘ = RZ - 17,5d ’7
4 R T YA —tr In(2) m

In(2)

kde tr,a znaci poloCasy rozpadu a vyuzili jsme vztahu Ar,a4 = ThoA

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
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Uloha 41 ... zafiva 5 bodii

Dokonale derné téleso vyzafuje s nejvétsi intenzitou I na vinové délce Amax = 598,34 - 1072 m.
Na jaké vinové délce vyzaruje s poloviéni intenzitou oproti maximalni? Napiste nejvétsi sprav-
nou hodnotu. Danka si 1ikala, Ze tohle by nechtéla pocitat.
Ziarenie dokonale &ierneho telesa popisuje Planckov zdkon. Ten méze byt vyjadreny v dvoch

tvaroch
dl, = B, dv, dIy = BxdA\,

kde veliciny s indexom v nie si rovnaké ako velic¢iny s indexom A a daji sa medzi sebou
prepocitat z podmienky rovnosti celkovych intenzit

I:/ B,du:/ BydA.
0 0

Pre prepocet tak musime vyuzit vztah medzi vlnovou dizkou X a frekvenciou v

V)\:c—>dy:—%d>\.

Znamy tvar Planckovho zdkona pre B, nam tak déva
c 2hc? 1

C— = _ 3
= 3)

ezkT

By=B.(v=7)

Poloha maxima tejto funkcie sa dé urcit pomocou derivécie, ktora vsak nemé pekné analytic-
ké riesenie (obsahuje Lambertovu W funkciu). Findlny vysledok sa nazyva Wienov posunovaci
zékon a mé tvar

AmaxT = b = 2,807771955 - 10 * m-K .

Zo zadanej hodnoty vlnovej dizky maxima dostdvame teplotu ierneho telesa T = 4843,0K.
Dalsim krokom je ur¢it hodnotu intenzity vyzarovania v maxime, dosadenim do (B) dostéva-
me BP*™* =1,09122- 10" W-m ™ 2.sr~-ym™*

Najtazsou castou ulohy je urcit, kedy

1 —_ —_ —
By(A) = 5 BY™ = 54561 - 10° Wom ™ s~ ym ™"

Vsetky potrebné veli¢iny pozname, zostava ndm teda riesit tito rovnicu numericky. Inou moz-
nostou je nakreslit si Planckovu funkciu pre dand teplotu a tulohu riesit graficky. Pre vy-
pocty spojené s Planckovym zakonom si uzitoné rézne webové nastroje, napriklad https:
//www.spectralcalc.com/blackbody_calculator/blackbody.php, ktory vykresluje zavislost
v danom intervale vinovych dlzok. Zo zobrazenia celej funkcie vieme odhadnit, Ze poloviéna
hodnota pre vadsie vinové dizky sa nachddza niekde v intervale 1000 — 1200 nm. Po vykresleni
tohto intervalu mézeme interval z(zit na 1080 — 1090 nm a nésledne 1087 — 1088 nm. Finalnym
zvacSenim /prekreslenim mame odhad A/, = 1087,2 nm.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz
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Uloha 42 ... antireflexni bryle 7 bodu

Patrik ma na brylich tenkou antireflexni vrstvu o tloustce d = 250 nm a indexu lomu ng = 1,4.
Ktera cast viditelného svétla podléha destruktivni interferenci? Index lomu vzduchu je n; =1,
skla ns = 1,55 a paprsky dopadaji kolmo k brylim. Patrik si prohlizel bryle proti Slunci.
Jelikoz pro jednolivé vrstvy plati n1 < na < na, svétlo vzdy po odrazu na hustsi vrstvé zméni
fazi o %, a protoze se to stane dvakrat, zména se vykompenzuje. Dale musi nastat podminka
minima Al = (2k + 1)%, pri priuchodu reflexni vrstvou nastane rozdil optické drahy Al = 2nad.
Tyto dvé drahy se musi rovnat

Mad = (2k+1)%,
_ dmad
A= 2k +1°

My hleddme ndsobek k, pro které se vyrusi ¢ast viditelného spektra, tedy (400 nm, 700 nm),
_dnad  4-1,4-250

Ak =0)= = 1 nm = 1400 nm,
Mk =2) = 4’?‘1 -4 1";’ 250 1ym = 280 nm.

Destruktivni interferenci podléha svétlo o vinové délce 467 nm, coz odpovidd modré ¢asti spek-
tra.

Patrik Kaspdrek
patrik.kasparek@fykos.cz

Uloha 43 ... Dano leti za exoplanetou 7 bodu

Dano by chtel kviili vyzkumu exoplanet letét kosmickou lodi k Proximé Centauri vzdale-
né 4,2 svételnych let. Vypoctéte Lorentziiv faktor pohybu, pokud Dano chce, aby na cesté
tam a zpét zestarl o pil roku. Zrychlovani lodi neuvazujte.

Vasek zazarlil na Daniv vijzkum exoplanet.

Dano diky dilataci ¢asu zestarne celkové o

_ At
S

AT

kde At je cas ubéhly na Zemi a  je Lorentzuv faktor. Podle hodnot ze zadani je jasné, ze bude
muset cestovat témér rychlosti svétla ¢, a proto miuzeme odhadnout

At%z—l,
c

kde 2] = 8,41y. Kombinaci dvou rovnic vyse jednoduse dostaneme

= 16,8.
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V presnéjsim vypoctu uvazujeme, ze Dano se vzhledem ke Sluneéni soustavé pohybuje rych-
losti o velikosti v. Pro pozorovatele na Zemi tak bude Danova cesta trvat cas

_ 2
=2

At
Opét dohromady s prvni rovnici vylou¢ime ¢as At,

AT 1 1 v2

20 w v c?

Odtud uz jen jednoduchymi algebraickymi tpravami vyjadfime faktor v jako

2
75¥:\/1+<271> = 16,8.
2 cAT

Vi-@

V ramci pfesnosti zadani tlohy jsme dostali stejny vysledek jako diive.

Viclav Mikeska

v.mikeska@fykos.cz

Uloha 44 ... nastupisté 9 a 3/4 6 bodu

Stojime na néstupisti 2m od koleji a vedle nds pomalu brzdi velmi dlouhy vlak, pricemz nase
misto se nachdzi priblizné uprostred soupravy. SlysSime velmi neprijemny zvuk brzd o hlasitos-
ti 110dB, ktery vychéazi z celé délky vlaku. Moznd nam pomiize presunout se od koleji déle.
Kolik decibelti namérime na druhé strané nastupisté, ktera je 7Tm od viaku?

Jarda véeri na Harryho Pottera a miluje Hermionu.

Pro vypocet potiebujeme védét, jak se méni intenzita zvuku [ v zavislosti na vzdalenosti.
Intenzita zvuku je akusticky vykon prochéazejici plochou. Protoze zvuk vychazi z celého, velmi
dlouhého vlaku, muzeme jako tuto plochu uvazovat véalcovy plast s osou totoznou s vlakem.
Plocha tohoto plasté roste se vzdélenosti od vlaku linedrné, intenzita je tak nepfimo tmérna
vzdalenosti. To je dulezité si uvédomit, intenzita zavisi na vzdalenosti jako I o< 1/r (na rozdil
od bodového zdroje, kdy T oc 1/7?).

Hlasitost zvuku L (v decibelech) pocitdme jako

L= 1010@;%,

P

kde I, je intenzita prahu slySeni.
Zkusme nyni od sebe odecist hlasitosti zvuku ve vzdédlenostech r1 = 2m a ro = 7m od vlaku

I I
Ly — Ly =10 (1og° —log0> = 10log 2 .
Tlfp T‘QIp T1

Po tomto kroku jiz jednoduse vyjadiime hlasitost ve vzdalenosti r2 jako
Lo=1Li —10log 2 = 104,6dB.
T1
Intenzita se snizila nékolikrat, nas vjem se ale tolik nezménil.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha 45 ... jizda po exponenciile 8 bodu

Exponenciéla je ve fyzice velmi diilezitou funkci, proto si Jarda ve svém novém zabavnim parku
postavil drahu pravé ve tvaru této funkce. Nastupuje se ve vysce h = 10m a jede se doli po
draze, ktera ma pri pohledu z boku tvar funkce y = he™ %, kde x je vzdalenost od paty nastupni
véze. V jaké vysce nad zemi budou sjizdéjici navstévnici piisobit na atrakci nejvétsi silou?
Jardu nebavi jezdit vijtahem doli.
Pti prujezdu pusobi ndvstévnici na atrakci dvéma silami — tihovou a dostfedivou. Dostrediva
pusobi kolmo k dréaze, tthovou ale musime rozlozit na slozku tecnou a norméalovou. Vysledna
sila pak bude souctem tihové normalové sily a dostfedivé sily. Velikost dostiredivé sily najdeme
ze znalosti rychlosti a polomeéru kfivosti. Rychlost v uré¢ime ze zadkona zachovani energie jako

v= /29 (h— (@) = /201 e ),

kde g je tihové zrychleni a y(z) je vyska nad zemi v zavislosti na vodorovné souradnici. Polomér
krivosti r najdeme pomoci vzorce

(1+y%)3
r= 1" ?
ly”|
kde %/, resp. 3" znaéi prvni, resp. druhou derivaci funkce y podle z. Exponencidla se nastésti
derivuje docela pohodlné, proto uz rovnou napiseme vztah pro dostredivou silu v zavislosti na x

Fd:m—ﬁ:mgz(liei%)eiﬁ
(14 (—e %))

Nyni najdeme normaélovou slozku tihové sily jako

3 -
2

1
\/1+tga27

kde « je thel, ktery svird sklon drahy se zemi. V daném bodé je funkce tga Ciselné rovna
derivaci y podle x, proto mizeme psat

Fy, =mgcosa =mg

1

Dostrediva i tthova sila obé pusobi do podlozky, proto je secteme a najdeme tak vyslednou silu,
kterou vozitko s navstévniky pusobi na drahu

Fy, =mg

1 2(1—e h)e 1+2 % —e &
F=mg = T ( ) [ =M 3
L4e™n (1+e_27m)2 (1+e‘%)2

Abychom nasli nejvyssi hodnotu této funkce, budeme derivovat podle x

ﬁ o e F g F —5e "k +2

- 2
do <1+e_%>
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a tuto derivaci polozime rovnu nule pro nalezeni extrému. Rovnici
_ 3z _ 2z _z
e h —4e h —be P 4+2=0
feSime numericky, pfiCemz m4é jediné kladné numerické feseni, a to 11,30 m. V tomto misté je
drédha 3,23 m nad zemi. Pravé v tomto bodé je draha nejvice zatézovana.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 46 ... jizda na koloto&i 7 bodu

Kromé horské drahy si Jarda do svého nového zabavniho parku poridil i fetizkovy kolotoc.
Vodorovny disk o priiméru d = 8m se otaci s periodou T = 8s a sedacky jsou zavéseny na
konci disku na lanech o délce | = 8 m. Urcete, jakou silou ptisobi dité o hmotnosti m = 25kg
na sedacku v ustdleném stavu. Jarda je pordd v jednom kole.

V rotujici soustaveé ptisobi na dité tii sily - tahova sila lana, tthova a odstrediva sila. V ustdleném
stavu jsou vyslednice sil i jejich momenti nulové. Oznaéme « thel, ktery svird lano od kolmice
k zemi. Pak vzdélenost sedacky od osy otaceni je x = g + lsin a a odstrediva sila ma velikost

4r? /d
Fy :mwzx:m% (5 —|—lsina) .

Vysledna sila, kterou dité piisobi na sedacku, je souctem tihové a odstfedivé sily. Potom je jeji
velikost
F=\/F2+FZ2.

7 rovnosti momentt téchto dvou sil plati

tga = —.
Fg

Nyni z poslednich dvou rovnic dosadime do prvni a ziskdme

47?2 d F,
Fo:nm( —|—l—)7

T2 2 "'F
A7’ml 472
Fo (1 FT? > =g
2
2 2 92 47c2ml 4n4m2d2 2
(Fmg)(F ) =

Toto je rovnice ¢tvrtého fddu pro proménnou F', musime ji proto fesit numericky. Jedinym
jejim kladnym kotfenem je hledand hodnota F' = 270 N.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

41


mailto:jardah@fykos.cz
mailto:jardah@fykos.cz

Fyziklani Online 11. roc¢nik 24. listopadu 2021

Uloha 47 ... katapult 7 bodu

Na tycku o délce | = 30 cm, ktera lezi na vodorovné podloZce a miize se otacet pouze ve svislé
roviné kolem jednoho z koncii, navlékneme maly kordlek. Tyckou zacneme otacet konstantni
thlovou rychlosti smérem vzhiiru. Jak nejddle od stredu otdceni miizeme umistit kordlek, aby
opustil tycku praveé ve chvili, kdy bude ve vertikalni poloze? Koralek se po tyc¢ce pohybuje bez
treni. Jarda chtel na teoretické mechanice trefit predndsejiciho.

Ulohu feSme v soustavé spojené s otadejici se tydi. V takové soustavé budou na koralek piisobit
sily tihova, odstrediva, Coriolisova a reakce tycky. Protoze se ovsem korédlek vzhledem k tycce
muze pohybovat pouze radidlné, setrvacna Coriolisova sila zddny vliv na pohyb mit nebude,
protoze se vyrusi se slozkou reakce tycky. Polohu koralku charakterizujme soutfadnici z, kterd
udéava jeho vzdalenost od stfedu otdceni. Odstrediva sila méa velikost

2
Foas = mw’z,

kde m je hmotnost koralku a w je thlova rychlost otdceni tyce. Tato sila ptisobi smérem od
stredu otaceni. Dalsi dulezitou silou je tihova. Rozdélme ji do dvou slozek, jednu ve sméru tycky
a druhou kolmo na ni. Slozky ve sméru tycky vypocitame jako

Fyty = mgsinp = mgsinwt,

kde g je tihové zrychleni a ¢ = wt je thel naklonéni tyce vuci vodorovné roviné. Protoze se s
casem thel naklonu zvétsuje, pusobi tato slozka tithové sily smérem ke stfedu otaceni. Podobné
jako u Coriolisovy sily se i normélova slozka tihové sily vykompenzuje s reakci tycky, protoze
se koralek v nasi vztazné soustavé pohybuje pouze radidlné. Pohybova rovnice koralku na tycce
je tak

ma = mw’z — mgsin wt .

Toto je diferencidlni rovnice druhého radu. Jeji feseni vsak miizeme zkusit uhodnout. Funkci x si
rozdélime na dvé ¢asti, z1 a z2. Hleddme néjakou funkci 1, kterou kdyz dvakrat zderivujeme,
dostaneme tu stejnou funkci pfendsobenou faktorem w?. Funkei spliiujici éast podminky je
soucet dvou exponencidl, tedy

A%z, d2AeBt + CeP?

2, Bt 2~ Dt
1w 1z = B%Ae”" + D°Ce™".

2
ddt’;l = w2z a ziskdme vztah

B?AePt + D?CePt = W2 (AeBt + CeDt) .

Nyni uplatnime podminku

Aby se obé strany mohly rovnat, musi byt konstanty B a D rovny B = w a D = —w (nebo
naopak, kdyby byly obé stejné, pak by to byla jen jedna exponencidla, a jina ¢isla to byt kvili
faktoru w? nemtizou). Koeficienty A a C' odvodime z poéiteénich podminek.

Podobnym zptsobem najdeme i druhou cast funkce z, tedy z2. To je ¢éast, jejiz druhd
derivace je rovna této funkci prendsobené faktorem w? minus funkce sinus. Zkusme tedy polo-
7it xo = F sinwt. Pak

d®zy;  d?Esinwt .

_ 2
iz = a1z = —Fw’sinwt.

Vime, ze
dQ.%‘z

iz = —Fw?sinwt = w’ry — gsinwt = w?Esinwt — gsinwt.
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Aby tato rovnice mohla platit, je potfeba, aby platilo

-9
2w?
Pak tedy
xr = Ae*t + Ce ¥ + I_sinwt.
202

Prvni z pocatecnich podminek je nulova rychlost v case ¢ = 0. Derivaci funkce = najdeme
rychlost kordlku v a po dosazeni ¢t = 0 dostdvame rovnici

dx wt —wt g
= — = A — _ =
v i we Cwe + %0 coswt =0,
odkud ziskame p
A-C=——.
2w2

Podle zadani m4 pfi thlu ¢ = wt = 7 vyletét koralek z tycky, musi tedy platit

9

l:A€§+C€_§+ﬁ,

z ¢ehoz pomoci prvni podminky odvodime

A_l—#(ue*%) -5 (14e73)

es Le 3 2cosh %
Pak ( n)
l 1—e2
g 2w?2
C=A+ "2
+ 2w? 2cosh §

V case t = 0 je poloha koralku

g g
e — ot o

1—
zo=A+4+C = 27
cosh

3
Pocatecni poloha bude tim vyssi, ¢im vétsi bude thlova rychlost. Pfi w — oo bude hodnota

pocatecni vzdalenosti
l

cosh

To = =12,0cm.

I
2

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 48 ... moc krychli 5 bodu

Meéjme nekonec¢nou krychlovou sit sloZzenou ze stejnych odporit R = 24 ), které se nachazeji
na hrané kazdé jedné krychle. Jaky odpor této sité bychom namérili mezi dvéma sousednimi
vrcholy? Jarda chtél tezkou ulohu s kratkym resenim.

Necht do vrcholu A pfivedeme proud I. Vzhledem k symetrii sité potece do kazdého z Sesti
okolnich vrchola proud é Z vedlejsiho vrcholu B musi stejny proud I odtékat a znovu diky
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symetrii jsou vSechny proudy pritékajici do B rovny é 7 principu superpozice dostavame, ze
mezi body A a B tece proud
L1 _1

6 6 3’

takze napéti na rezistoru mezi body AaBjeU = Ré. Toto napéti je ale rovné souc¢inu proudu
a celkovému odporu R. krychlové sité mezi body A a B, tedy U = R.I. Odtud

U R R
Re=F=7=3=8¢
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 49 ... pracujeme vytahovinim 8 bodil

Alice s Bobem vytahuji z jamy nepruzny retéz o délkové hustoté \ =
= 0,4kg:m™'. Alice vytahuje Fetéz konstantni rychlosti v = 0,6m-s"*,
Bob dvojnasobnou rychlosti. Kolikrat vétsi praci vykona Bob od doby,

vy

Matéje fascinuje Mould efekt.

Na prvni pohled se zd4, ze by Bob mél vykonat dvojnasobnou praci, proto-
ze oba tdhnou stejnou silou, ale Bob po dvakrat delsi draze. Ve skutecnosti
ale musi Bob tahnout vétsi silou, protoze ¢ast fetézu zaroven urychluje z
rychlosti va = v, kterou tdhne Alice, na rychlost vg = 2va. Predpokla-
dejme, ze Alice a Bob jsou dost blizko u sebe (vzhledem k délce fetézu),
¢ili dolni ¢ést fetézu, kterd tvori ohyb, je zanedbatelné mala.

vy

plati [ = L a na konci [ = 0. Alice na fetéz pusobi pouze silou, jez je stejné
velka jako tihova sila pusobici na Alicinu polovinu Fetézu,

Fa = Fg = )\lg .
Pro vypocet Bobovy sily musime vyuzit Newtontv pohybovy zakon v obecném tvaru. Vysled-
nice vsech sil, které na jeho ¢ast fetézu ptisobi, musi byt roven casové derivaci hybnosti

dp d(mwv) dm dv
Fp—F,=L= L
R T T T

Bobova ¢éast fetézu jako celek nezrychluje, takze posledni clen je nulovy. Prvni ¢len ndm tika,
jak velka sila je potfeba k tomu, abychom za ¢as dt urychlili hmotnost dm o rychlost Av. V
tomto ptripadé plati Av = vg — va.

Za ¢as dt bude dohromady vytazeno dz = (va + vg)dt Fetézu. Tésné predtim se polovina
této vzdalenosti nachdzela na Aliciné strané a polovina na Bobové. Nicméné Bob vytahl fetéz
o délce vp dt ¢ili na jeho stranu se musel ,prelit® usek s délkou

dx UB — VA d

dig =vgdt — — =

t.
2 2
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Hmotnost tohoto tiseku je jednoduse dm = A dlg, dosazenim ziskdme celkovou Bobovu silu

Fg :Fg—l—v% :Fg-l-%(’UB—’UA)Q
Pro¢ touto dodate¢nou silou ptisobi pouze Bob a nerozdéli se stejné jako tihova sila mezi oba
tahace? Protoze pouze Bob zpusobuje urychlovani fetézu. Aliciny silové G¢inky jsou ekvivalent-
ni tomu, Ze by tahala svoji ¢ast o délce I, z jejihoz konce by samovolné odpadédvala posledni
oka Tetézu. Tim by se sice zkracoval, ale k zadné dodatecné sile by to nevedlo. Ve skutecnosti
si tato oka k sobé pretdhne Bob, k jejich urychleni vsak potfebuje néjakou silu navic.

v v

v v
= A + vB £
2
Pricemz celkovy ¢as vytahovani bude ziejmé T = UA2+LUB. Nyni uz jen zbyva urcit praci. Pro

Alici dostdvame

T

T T vA + U vA + v
Wy = / Fava dt = )\gvA/ (L - %t) dt = Agua [Lt - %tz =
0 0 0

_ Agua L2 _ AgL?

VA + UB 3

U Boba postupujeme obdobné. Piispévek tihové sily bude tuplné stejny, akorat dvakrat vétsi
kvuli dvojndsobné rychlosti. Zaméime se proto spise na druhou silu

T T 2
Wg = / Frugdt = UEWA +/ é (UB - UA)2 vpdt = 2Wa + )\LMUB =
o VA 0 2 UB + VA
20 L%
=2Wa + >\3UA .

Hledany pomér praci bude

Ws 2ALva 207
—9 =24 24 =2015.
WA + 3WA + gL

Je zajimavé, Ze tento pomér nezdvisi na délkové hustoté retézu, ale zavisi na tthovém zrychleni,
pocéatecni hloubce fetézu a rychlosti vytahovani.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
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Uloha 50 ... kouli do okna 8 bodu

Jarda chtél rozptylit svého kamardda v karanténé, a tak se rozhodl, Ze mu do okna hodi snéhovou
kouli. Dolni ram okna je ve vysce hi = 3,5m a horni rdam ve vysce ho = 4,8m. Okno je
siroké d = 2m. Jarda si stoupnul ¢tyri metry od paty domu tak, zZe stal presné pred stredem
okna. Jakou ¢dst plochy okna (v procentech) mohl zasdhnout, jestlize hodil kouli rychlosti v =
=8m=s~ ! z vysky H = 1,8m nad zemi? Jarda miri vysoko.

Zavedeme si kartézskou soustavu souradnic se stfedem v misté, kde stoji Jarda, tak, ze rovina
xy predstavuje zem a osa y sméruje k horizontdlnimu stfedu okna. Jarda muze kouli dohodit
jen do uréité ¢asti prostoru, kterd je vymezena utvarem, kterému se fikd ochrannd parabola
(v nasem trojrozmérném rota¢ni paraboloid). Jeho rovnici si zde nebudeme odvozovat, ale v

zévislosti na vzdélenosti r od Jardovych nohou je vyska z tohoto tdtvaru
2 2
v r°g
z=H4+ —— —.
+ 29  2v?

Tam, kde paraboloid protina okno, je hranice bodi, kam Jarda dohodi. Tyto body lezi v pozemni

vzdalenosti
r=+/D?+ x2

od mista, kde Jarda stoji, pficemz D = 4m je vzdalenost Jardy od okna a x je poloha bodu od
stfedu okna. Ochranny paraboloid tedy okno protind v bodech

2 2 2
v D?g x°g

=H+4—-—Z - 4
z +2g 202 202 (4)

Plochu pod témito body jednoduse spocitdme integralem

d

d

5 2 2 2 2 2 3 12
/ [ O o B C o ' WV U ol DR ']

-4 g -4

2g 20?2 202 2 202 6v2
(g D9, Ly
29 202 2402

Nyni od této plochy odecteme oblasti zdi pod oknem, kterd je hid, a ziskanou plochu vydélime
plochou okna (h2 — hi1) d, abychom zfskali pozadovany pomér. ReSenim tlohy tak je

2 2
_ v? D% d7g
H hl + 2g 202 2402
=239%.
(h2 = h1)
Dilezité je jesté ovérit, jestli nase plocha nezasahuje i nad okno. Maximalni vysku urcime z
rovnice (f) dosazenim x = 0. Po ¢iselném dosazeni dostaneme z = 3,8 m, coz je méné nez hq,
takze plochu nad horni hranou okna zasdhnout nemiizeme.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha 51 ... ldhev na houpadce 8 bodu

Jarda se harmonicky houpe na houpacce s frekvenci f = 0,3 Hz, pricemz

ma vedle sebe plnou lahev tvaru véalce presné uprostred sitky houpacky.

Lahev o vysce h = 30cm stoji na své podstavé o priuméru R = 3,0 cm.

Houpacka je sirokd D = 40cm a visi na lanech dlouhych L = 1,4m.

Treni mezi houpackou a lahvi je velké, takze ldhev stoji na misté. Pri jaké

nejmensi amplitudé dhlu vychylky houpacky se ldhev zacne kymacet? L
Jardovi pordad néco padd.

Uvazujme soustavu spojenou s houpackou. V té na ldhev pusobi sily ti-

hova, reakce houpacky, setrvacnd, tieci a odstrediva. Sily si rozlozime do

sméru kolmého k houpacce a rovnobézného s ni a budeme zkoumat jejich
momenty. Tteci sila ptisobi tecné k houpacce a jeji pisobisté je v roviné

spodni podstavy, proto nebude pusobit zadnym momementem sil vzhle-

dem k bodu, viéi kterému se ldhev muze rozkymécet.

Léhev se na houpacce za¢ne kymacet, pokud moment sil ptisobicich rovnobézné s rovinou
houpacky bude vétsi nez moment sil, které pusobi v ose lahve. Oznacme ¢ thel vychyleni
houpacky od svislice. Protoze se Jarda houpe harmonicky, ¢asova zdvislost velikosti tohoto
thlu je

¢ = gosin(wt) ,

kde @0 je maximalni vychylka a w = 2rf. Uhlova rychlost a thlové zrychleni budou

@ = wipo cos(wt) = wr/pf — 2,
N 2 . 2
P =—w posin(wt) = —w p.
Zacneme tthovou silou. Tu rozlozime na dva kolmé sméry, analogicky s naklonénou rovinou. Ve
sméru do roviny houpacky pusobi sila
F} =mgcosyp,
kde m je hmotnost lahve. Naopak velikost tithové sily ve sméru rovnobézném s rovinou houpacky
je
F gt =mgsinp.

okraje ldhve, pres ktery by se ldhev teoreticky mohla otacet. Pro vypocet velikosti momentt
staci vzit kolmou vzdélenost primky sily od bodu otdceni, dostavame

My = Rmgcosp,
h
M; = imgsincp.

Oba momenty pusobi proti sobé.
Nyni se budeme zabyvat setrvac¢nymi silami, které zavisi na vzdalenosti od osy otaceni. Pro
stied spodni podstavy lahve je to

2
l=1/L2— (%) =1,386m.
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Oznac¢me = kolmou vzdalenost od roviny houpacky a uvazujme element ldhve ve tvaru mezikruzi
o vysce dx, sifce dr a ve vzdalenosti r od osy vélce a = od roviny houpacky. Budeme zkoumat
pusobeni jednotlivych setrva¢nych sil na tento maly objem.

Zatneme odstedivou silou. Uhlova rychlost je pro viechny body stejnd, ale méni se vzda-
lenost od osy otaceni a smér sily. Mezikruzi si rozdélme na thlové elementy do, kde a znaci
thlovou vzdalenost takového elementu od primky, ktera je rovnobézna s osou houpani a lezi
v roviné zvoleného mezikruzi. Oznacme g thel, ktery svird spojnice elementu da k ose houpani
s osou kolmou na rovinu houpacky. Pak je velikost odstredivé sily

_Ql—$
d
os 3 s
dm = pdV = prdedrdoa.

dF, =

Tuto silu rozlozme na ¢ast, kterd pusobi do roviny houpacky, a na ¢ast rovnobéznou s touto
rovinou. Vzhledem ke kruhové symetrii je vyslednice téchto rovnobéznych c¢asti nulova. Naopak
slozky pusobici do houpacky jsou

dF? =dF,cos 8 = ¢ (I — z) prdzdr da.

Integrujme podle thlu «, poté podle r a nakonec podle x

0—/ / / (l—=x) prdadrda:—cpp/ / 2n(l — x)rdrdx =

2 2
=21 p/ %(l—m)dx:nRQAfp (lh—hz) .
0

Nalezli jsme velikost odstredivé sily, spise nés ale zajima moment sil. Rameno sily bude R+ sin «,
takze pro element momentu dostavame

dM, = (R + rsina) dF; .

Tento vyraz opét integrujeme pfes cely objem valce. Mizeme si vSimnout, ze hned po integraci
pres thel a dostaneme to samé, co pfi vypoctu sily, akorat vynasobené R. Vysledny moment
bude

M, = RE, = =R ph (1= 5) =mRg* (1= ) |

Vidime, Ze moment odstf"edivé sily je stejny, jako kdybychom vSechnu hmotu télesa nahradili

vvev

ky spocitdme moment setrvacne sily. Dospéjeme k zavéru, ze na jednotlivé valcove elementy
o vysce dx plisobi setrvacna sila

dFs = ¢ (I —z)dm = np (I — x) pR* da .

Tyto sily také pusobi ve stfedech téchto tenkych valci a maji smér rovnobézny s rovinou hou-
packy. Jejich rameno také pocitdme od spodniho okraje ldhve a ma délku z. Moment setrvacné

sily je
In?  hK® Il h
M / (- mpR dr = ngpR ( 5 3) pmh 53
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Tento moment sily mé stejny smér jako moment odstiedivé sily, pusobi proti rozkymaéceni.
Vysledny moment sil piisobicich na ldhev je

M = My — My — My — M,

pricemz pokud M > 0, ldhev se zacne kymacet. Dosazenim do rovnice a jednoduchymi tipravami
dostavame
h . h o 2 2/ 2 2 h
M = §g51nap—§w @(l—gh) — Rgcosyp — Rw (goo—ga ) (l— 5) .
Pro ¢ = 0 je zfejmé M < 0 a ldhev je v tomto bodé stabilni. ReSenim tlohy bude nalezeni
minimélniho dhlu ¢, pro ktery existuje tihel ¢ spriujici |¢| < ¢o, pFicemz plati M (p, o) = 0.
Misto ovérovani vSech moznych kombinaci ¢ a ¢ mizeme postupovat tak, ze pro vSechna ¢g
spocitame, v jakém ¢ méd M maximum a ovéfime, jestli je v daném ¢ a pg moment kladny ¢i
zaporny. Pro kazdé pevné zvolené ¢ je moment M funkei pouze proménné ¢, takze k hledani
extrému pouzijeme derivaci
dM h h o (l

= —gCcosy — ~w

2 . 2 h
Qo 2 5 —fh)—&—Rgsmcp—&—ZRw ga(l—f).

3 2

Polozme tuto derivaci rovnou nule a oznacme feseni vysledné rovnice ¢n,. VSimnéme si, ze ¢m
nijak nezavisi na o, coz znamend, ze maximum bude pro vSechna g stejné. Presnéji feceno by
bylo stejné, pokud by byly piipustné vSechny hodnoty ¢. JelikoZ plati |p| < @0, pro |¢o| < |@m|
nebude bod s nulovou derivaci lezet v dovoleném intervalu, takze maximum budeme muset
hledat na hranici, tj. v bodech F¢q.

Hodnotu ¢, musime spoéitat numericky. Jedind spliiujici |om| < 7/2 vyjde pm = —0,781,
ale v ni je M(p = @o = pm) jeSté mesi, nez M v nule. Zfejmé se nejednd o maximum, ale
o minimum. To znamend, ze pro kladné hodnoty ¢ by mél moment naopak rist, a to az do
dalsiho kofenu predchozi rovnice, ktery se nachazi v bodé 1,633. Maxima momenti se proto
pro 0 < g < 1t/2 musi nachdzet na hranici, coz odpovid4d bodu obratu.

Nyni jeSté musime najit minimalni kladné ¢o, pro které plati M (¢ = ¢o) =0

h . h 2
0=M(p =)= 59sinepo — §w2gp0 (l — gh) — Rgcos g .
To je uz primocary numericky vypocet, jehoz vysledkem je ¢o = 0,342. VSimnéme si, Ze pro ¢ =
= o vypadl ¢len s odstfedivou silou, protoze v tomto okamziku méa ldhev nulovou thlovou
rychlost.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 52 ... umyvadlo 8 bodit

Umyvadlo ma tvar ctvrtkoule s vnitinim polomérem ry = 30cm,
na kterou doseda zadni strana, kterda ma tvar pulvalce. Tloustka
vsech stén je h = 2,0cm a celé umyvadlo je vyrobeno z materidlu
o hustoté p = 3100kg-m~3. Ke sténé je uchyceno ve dvou bodech
nachdzejicich se na jeho rozich. Jeho spodni okraj se volné opird o
sténu. Jakou minimalni silu musi kazdy z tdchyti udrzet, kdyz je
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umyvadlo zcela naplnéné vodou? Predpokladejte, Ze spodni okraj
pusobi na sténu jen ve svém nejnizsim bodé a pouze v normalovém
sméru. Dodo opravoval kohoutek v koupelné.

Zadefinujme si najprv ststavu suradnic, v ktorej budeme tlohu riesit. Nech jej pociatok je v
strede hornej hrany umyvadla, ktord je zavesena na stene. Os x nech smeruje kolmo od steny, os
y nadol a os z pozdii hrany. V statickej situacii musi byt stucet vsetkych posobiacich sil nulovy.
Taktiez sti¢et momentov tychto sil musi byt nulovy.

Nakolko je rovina xy rovinou symetrie umyvadla, pésobi na umyvadlo v tazisku o stiradni-
ciach (z7,yr,0) tiazova sila kolmo nadol o velkosti Fy = mg. Dalej na spodnej hrane (v bo-
de (0,72,0), kde 2 = r1 + h) posobi na umyvadlo v smere kolmo od steny sila nezndmej velkos-
ti F1 = (F1,0,0). Nakoniec, v bodoch zdvesu (teda (0,0, +rz)) pdsobi na umyvadlo nezndmym
smerom sila F. Ak vsak m& byt velkost tejto sily Co najmensia, musia byt jej zlozky F =
= (Fs, Fy,0).

Rovnovaha sil ndm déava rovnice

Fy+2F, =0,
Fy+2F, =0.

7 rovnovéhy momentov méame pre pociatok jednu netrividlnu rovnicu
—ro ) + J,’TFQ =0.

Celkovo méme tri rovnice pre tri nezndme, pricom hladdme velkost sily

2
F:\/W:% 1+(wl) . (5)
T2
Musime teda este zistif hmotnost plného umyvadla a x-ova stiradnicu jeho taziska. Pozrime
sa najprv na teleso tvaru stvrtgule s polomerom R a homogénnym rozlozenim hustoty. Jeho
objem je zrejme

V(R) = SR®,

urc¢it polohu taziska je vSak tazsie. Ak objekt umiestnime do siradnicovej sustavy rovnako ako
umyvadlo, zo zrkadlenia rovinou zy mame zr = 0, zo symetrie voci rovine x = y mame zr =
= yr. Tazisko sa teda mus{ nachddzat niekde na tejto priamke. Pre polohu taziska homogénneho
telesa plati definicny vztah

XTZ%/Vp(X)XdVZ%/VXdV.

Naés zaujima z-ové zlozka taziska, ktoru si ozna¢ime Xr. Prejdeme do sférickych suradnic (r, 6, ),
kde r € (0, R) je vzdialenost od pociatku, 6 € (0, ) je sklon od osi z a ¢ € <O, g> je uhol medzi
priemetom polohového vektora do roviny zy a osou z. Transformacny vztah je z = rsin 6 cos ¢,
diferencidl objemu se zmeni na dV = r?sin @ dr df de.
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7 defini¢ného vztahu mame

XT:—/ dV——/ / / 3 sin” 0 cos pdr df dp =
= = sin® 6 cos ¢ df dp = s [sin ]% ﬂsm29d0 =
V . v = gy B |

R4 "1 —cos 29 R? = xR* 3
w) —= 9= 4V[ (9 sin Q)L sv — 8"

Ziskané znalosti teraz mdézeme dat dohromady. S vyhodou budeme pri pocitani uvazovat,
ze umyvadlo je zlozené z jednej Stvtgule o polomere r2 s hustotou p a stredom v bode (h, 0, 0),
stvrtgule o polomere r; s hustotou py — p < 0 so stredom v tom istom bode, a polvalcom
tvoriacom zadni stenu umyvadla s polomerom 73 a vyskou h. Veli¢inou p, sme oznacili hustotu
vody. Pre celkovii hmotnost méame
T3

T .
m= §r2p+ grl (pv —p) + Erghp = 56,97kg.

Urobenim vazeného priemeru pre polohu taziska v z-ovom smere dostavame

1 [n 3 T - 3 bis h
or = 5o (e gr2) + 5t oo =) (4 gra) + Sres ]
xr =12,5cm.

Toto uz len staci dosadit do rovnice (a) a dostdvame velkost potrebnej sily F' = 300 N, ktori
musi uniest kazdy z tchytov umyvadla.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha 53 ... ldhev na houpacce reloaded 8 bodu

Jarda se harmonicky houpe na houpacce s frekvenci f = 0,5 Hz a maxi-
mélIni vychylkou 5°, pricemz presné uprostied $itky houpacky pridrzuje
prazdnou, pomérné tzkou a dlouhou ldhev ve tvaru valce. Lahev je po-
lozena vodorovné a jeji osa je kolma na smér pohybu. Houpacka je siro-
kd D = 40 cm a visi na lanech dlouhych L = 3m. Jarda lahev pfi priicho-
du rovnovéaznou polohou pusti. Za jak dlouho ldhev vypadne z houpacky? L
Predpokladejte, Ze neprokluzuje.
Jarda vypil vino a premyslel nad ulohami.

Uvazujme soustavu spojenou s houpackou. V té na ldhev pusobi sily tiho- 0
va, reakce houpacky, setrvacnd, odstrediva a Coriolisova. Sily si rozlozime
do sméru kolmého k roviné houpacky a rovnobézného s ni.
Zacneme Coriolisovou silou. Pokud se ldhev v rotujici vztazné soustavé
pohybuje, ptsobi tato sila kolmo k rychlosti pohybu. Jelikoz se lahev vali
po podlozce, tato sila ptisobi pouze do ni nebo naopak z ni. V prvnim ptipadé je kompenzovana
reakci desky, ve druhém je zase mensi nez slozka tihové a odstiedivé sily ptsobici do desky (jak
ovér{me nize), proto se ldhev nevznese.
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Pokrac¢ujme odstredivou silou. Ta neni v celém objemu lahve konstantni, ale protoze velikost
lahve je ve srovnani se vzdalenosti od osy otdceni mald, mtizeme celkovou velikost této sily

Fy = mp? ,
° ¥ osa

kde m je hmotnost lahve, ¢ je thlova rychlost houpacky a « je tihel u osy otaceni smérem k lahvi

a ke stfedu houpacky. Vzdalenost mezi osou otaceni a stfedem houpacky sice neni presné L,

za danych rozméru je vSak tato aproximace adekvatni. Protoze ldhev je 1zka, neuvazujeme

kolm3d k houpacce bude kompenzovina reakci desky, slozka paralelni s rovinou desky ma velikost
F!=F,sina= mgb2Ltgoz = m¢2m,

kde z je vzdélenost lahve od stiedu houpacky.
Slozku tihové sily rovnobéznou s rovinou houpacky urcime stejné jako na naklonéné roviné

th =mgsinp,

kde m je hmotnost 1ldhve, ¢ = o sin(wt) je thel okamzité vychylky houpacky z rovnovazné
polohy, po = 5° je maximdln{ vychylka, w = 2rf je ihlova frekvence houpédni a t je ¢as od
pusténi ldhve. Protoze maximalni vychylka je mald, muzeme pouzit aproximaci sinx =~ x, pak
se nam sila zjednodusi na F; R mge.

Druhé slozka tihové sily ma pfi malém dhlu ¢o priblizné velikost mg. Maximéalni velikost
Coriolisovy sily je 2wmpov = 0,55mwv. Aby byla vétsi nez prislusné slozka tihové sily, musela
by rychlost lahve byt piiblizné 18 m-s~!, coz se za danych podminek nestane.

Jesté tu je setrvacna sila, protoze houpacka zpomaluje a zrychluje. Diky tomu, ze ldhev je
ve srovnani s délkou zavésu mald, mizeme uvazovat homogenni setrvacné zrychleni o velikosti

as = ¢ = —pow’ sin(wt) L = —w’Le,

pricemz thlové zrychleni jsme ziskali dvoji derivaci vychylky podle casu. Setrvacna sila mé
velikost Fy = mas a pusobi proti sméru zrychleni houpacky, tedy smérem ,nahoru®, tj. opacné
nez slozka tihové sily rovnobézna s houpackou. Velikost této sily je nezavisld na poloze ladhve na
houpacce, protoze pri zméné mista se sice zvétsi vzdalenost od osy mista zavésu lan, ale také
se zméni smér sily. Primét do sméru rovnobézného s rovinou ziistane stejny.

Nyni miZzeme konstatovat, Ze velikost te¢né slozky odstiedivé sily FY je vici setrvacné a tecné
slozce tihové sily zanedbatelnd, protoze se v ni vyskytuje maly thel ¢o ve druhé mocniné,
zatimco v obou dalsich jmenovanych silidch je jen v prvni.

Vysledna sila uvadéjici 1dhev do pohybu ma velikost

F:F;—Fszm(p(g—aJQL).

Miuzeme si v§imnout zajimavého faktu — pokud by se houpacka houpala s ,,pfirozenou* frekvenci,
neboli jako (matematické) kyvadlo, tihlova frekvence houpani by pfi nasich aproximacich byla
rovna pravé w? = 4. Zévorka by potom byla rovna nule a zddnd sila by ve sméru roviny
houpacky neptusobila a ldhev by zustdvala na misté.
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Nyni uz zndme silu pisobici na ldhev. Ta pisobi ve stfedu ldhve (protoze délka zavésu je
dlouhd v porovnani s polomérem ladhve), takze moment sily viéi bodu doteku s houpackou
je M = RF, kde R je polomér lahve. Moment setrvacnosti ldhve vic¢i tomuto bodu je podle
Steinerovy véty

J = Js+mR?> =mR* + mR® = 2mR?,

kde J; = mR? je moment setrvacnosti prazdného vélce (zanedbévame dno a uzévér). Oznacme x
vzdélenost v roviné houpacky od jejiho stiedu, potom

_ME_?% (9 - L) =7 (9 —«1) sin(wt)

i=¢eR 7 2 5

kde € oznacuje thlové zrychleni rotace ldhve. Integraci ziskdme rychlost

__wolg-w’L)

5 cos(wt) + C'.

Podle zadani #(0) = 0, takze
¢o (9 —w’L)

_golo—etl) b= 2292 cos(wt))

C
2w 2w

Integraci rychlosti ziskdme polohu v zavislosti na case

2
—w°L 1
x = %w) (t - sin(wt)) = % <% — L) (wt — sin(wt)) .
Zde byla integraéni konstanta nulova. Lahev vypadne, jakmile bude vzddlenost od stiedu |z|
vetsi nez %. Pro takovy cas t plati

D= ‘cpo (% — L) (wt — sin(wt))‘ .
Rovnici musime fesit numericky. Hledany cas je t = 0,86 s.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 54 ... minimalizace zrychleni 7 bodu

Jedeme autem rychlosti vo = 20,0m-s~*. Pro jednoduchost budeme auto povazovat za hmotny
bod. Vsimneme si, ze se blizi zatacka a vidime, ze presné na jejim konci budeme muset zastavit
na semaforu. Vzhledem k tomu, zZe pojistovna chce, aby zrychleni bylo co nejmensi, budeme
chtit, aby maximdlni hodnota zrychleni ptsobici na auto (do zastaveni na semaforech) byla co
nejmensi. Pokud zacneme brzdit d = 30,0 m od zatacky, jejiz polomeér je R = 10,0 m, zatoc¢ime
na ni o 22,5° a chceme minimalni zrychleni, za jakou dobu dojedeme na konec zatdcky od
pocatku brzdéni? Karlova pojistovna na minimdlnim zrychleni trvd.
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Oznac¢me si zrychlenie, ktorym budeme brzdit a. Najprv p6jdeme vzdialenost d rovnomerne spo-
malenym pohybom, to je pomerne jednoduché, z rovnice pre drahu takéhoto pohybu dostaneme
cas

1
d= vot1 — 7at% 5

2
; vo — /v2 — 2ad
1=——,
a

kde koren s kladnym znamienkom (+) pred odmocninou sme neuvazovali, pretoze zodpoveda
situécii, kedy by auto neprestalo zrychlovat ani po zastaveni a teda sa potom vratilo spat. Auto
teda na zaciatku zdkruty bude mat rychlost v1 = vo — at1 = 4 /vg — 2ad.

Dalej je viak situdcia zlozitejsia, nakolko okrem brzdenia bude auto aj zabadat, do hry
vstupi dostredivé zrychlenie, ktorého smer je v kazdom momente kolmy na brzdenie. Velkost
dostredivého zrjchlenia mézeme spoéitat napriklad zo vzorca aq = v>/R. Ak dalej nechceme
v sucte prekro¢it zrychlenie a na brzdenie zostdva ap = /a? — v*/R2. Ak si teda oznacime
velkost rychlosti v ¢ase t ako v(t), dostaneme diferencidlnu rovnicu

% =+/a? —v*/R?.

T4 je sice separovatelnd, ale z integralu vyjdu hypergeometrické funkcie. NavySe eSte musime
zistit, aki drdhu pocas tohto pohybu auto preslo, aby sme sa dozvedeli, ¢i zastavilo pred
semaforom. Ak nés teda nenapadne nejaky inteligentny sposob ako to obist, neostdva nam nic¢
iné, nez riesit dlohu numericky.

Nacrt algoritmu: Zvolime zrychlenie a analyticky spocitame rychlost auta na zaciatku zakru-
ty a Cas, za ktory sa tam dostane. Potom péjdeme po malych krokoch a v kazdom spocitame, o
kolko sa auto posunie (a pripo¢itame to k celkovej drahe, ktord pocas zédkruty preslo), a o kolko
spomal{ (a od¢itame to od jeho rychlosti). Ked rychlost klesne pod 0 (auto zastav{), pozrieme
sa, kolko auto stihlo prejst a porovnadme to s dizkou zakruty, ktora je nR/8. Ak auto preslo vi-
ac, znamena to, ze musime zrychlenie zvysit a naopak. Potom cely proces s takto pozmenenym
zrychlenim opakujeme.

Co sa tyka pozmenenia zrychlenia — niika sa metéda polenia intervalu, kde ako pociatoény
interval moézeme zvolit interval medzi amin = v3/(2d + R) (pri tomto zrychleni dojde auto na
zaciatok zdkruty s rychlostou, pre ktort je dostredivé zrychlenie rovné amin, Cize pre akékol-
vek mensie zrjchlenie by auto nebolo schopné zdkrutu vyto¢it) a amax = v3/(2d) (pri tomto
zrychleni auto zastavi presne pred zékrutou). Hladané zrychlenie teda uréite bude medzi tymito
dvomi hodnotami, zvolenim tohto intervalu sme sa vyhli vSetkym potencidlnym odmocnindm
zo zapornych Cisel. Teraz sa nika otdzka dokedy budeme interval polit? Zadanie sa pyta na Cas,
ako dlho bude celé brzdenie trvat, takze na oboch hraniciach intervalu si okrem zrychlenia bu-
deme paméitat aj ¢as dosiahnuty pri tomto zrychleni. Polit interval budeme dokial tieto 2 casy
nebudd mat mensi rozdiel, nez je presnost pozadovand tlohou.

import numpy as np

vO = 20
d = 30
R =10
1l =np.pi xR/ 8

54



Fyziklani Online 11. roc¢nik 24. listopadu 2021

amin = vO * vO / (2 * d + R)
amax = vO * vO / (2 * d)
tmin = 0.

tmax = 10000.

dt = 0.0001

while abs(tmin - tmax) > 10 * dt:
a = (amin + amax) / 2
v = np.sqrt(v0 * vO - 2 * a * d)
tl= (w0 -v) / a
s = 0.0
i=0
while v > O:
i+=1
s += v * dt
at = np.sqrt(a * a - v*v*vx*xv/R/R)
v -= at * dt

if s < 1:

amax = a

tmin = t1 + i * dt
else:

amin = a

tmax = t1 + i * dt
print (tmin)
print (tmax)
print(a)

Kéd skonverguje a povie ndm, Ze optiméalne zrychlenie je priblizne 6 m-s~2, ¢as brzdenia
pren bude 3,42s.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha M.1 ... lodi¢ka 3 body

Lego chce na lodicce preplout reku Sirokou | = 5,0 m, pricemz umi veslovat nejvyse rychlosti
v = 1,0m-s™! a proud m4 v celé fece rychlost vp = 0,50 m-s~".
Za jaky nejkratsi ¢as se mu to miize podafit, jestlize ho nezajima, jak daleko ho proud

odnese? Lego se nechal unést.

Ak nds nezaujima, ako daleko nds prid odnesie, tak ndm stac¢i padlovat celou silou kolmo
na rieku. Zlozka rychlosti v smere kolmom na rieku tak bude rovna vr, (zatial ¢o zlozka rychlosti
v smere prudu rieky bude vp). Na druhi stranu sa teda dostaneme za Cas

t:L =5,0s.
vL

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha M.2 ... lodi¢ka reloaded 3 body

Lego chce na lodicce preplout reku Sirokou | = 5,0 m, pricemz umi veslovat nejvyse rychlosti
v, = 1,0m-s™* a proud mé v celé fece rychlost vp = 0,50 m-s 1.

Za jaky nejkratsi ¢as se miize dostat na druhou stranu, pokud se chce pohybovat vzdy kolmo
na smeér proudu? Lego zjistil, Ze nejkratsi cesta neni vZdy nejrychlejst.

Na to, aby sme sli vzdy kolmo na rieku, musime padlovat tak, aby sa zlozka rychlosti padlo-
vania v smere rieky vyrusSila s rychlostou prudu, cize velkost tejto zlozky musi byt rovna vp.
Tym padom zlozka kolméa na rieku bude

vn = /v —vE = 0,87m-=s"'.

Cize rieku prekroéime za ¢as

.

t=— =58s.
Un
Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha M.3 ... lodi¢ka revolutions 3 body

Lego chce na lodicce preplout reku Sirokou | = 5,0 m, pricemz umi veslovat nejvyse rychlosti
v = 1,0m-s™'. Zase se chce pohybovat vidy kolmo na feku, ale prselo a proud se zdé byt
rychlejsi. Pro jakou nejmensi rychlost proudu to uz nebude mozné?

Legolas potreboval jeste jednu ulohu do série.

V minulej tlohe sme spocitali, ze ked sa chceme pohybovat kolmo na rieku, tak velkost vyslednej

rychlosti bude
v = /v —vd,

kde vp je rychlost pradu. Tento vyraz nam pre vsetky vp < v, vrati kladni vysledna rych-
lost, Cize pre rychlosti pridu mensie, nez je nasa maximélna rychlost sa budeme vediet dostat
na druht stranu.

Pre vp > vy, rovnica pre v, neddva zmysel, C¢ize pre tieto rychlosti sa na druhd stranu
nedostaneme. No a v hranicnom pripade, ked vp = vr, dostavame, ze vyslednda rychlost bude
nulova, ¢ize budeme veslovat na mieste a prid nas nebude odnasat.

No nebudeme sa hybat ani smerom k brehu, ¢Ze uz pre vp = vy, = 1,0m-s~* sa nebudeme
vediet dostat na druhu stranu.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha M.4 ... lodi¢ka resurrections 4 body
Lego chce na lodicce preplout reku Sirokou | = 6,0m, pricemz umi veslovat nejvyse rychlosti
vy, = 1,0m-s™*. Proud md v celé fece rychlost vp = 1,5m-s~*. Z predchézejici tilohy uz vi,
Ze v této situaci uz neni mozné plout kolmo na reku. Zajimalo by ho ale, jaka je minimalni
vzdalenost, o kterou ho proud odnese, nez dopluje na druhou stranu. Lego optimalizuje.
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Jedna moznost ako tlohu vyriesit je vyjadrit si vzdialenost, o ktori budeme odneseni pre vse-
obecny smer padlovania a potom ndjst jej minimum (napriklad derivovanim).

Druhé moznost je geometrickd tvaha. Na vyjadrenie vzdialenosti, o ktort nés prid odnesie
nam staci smer vyslednej rychlosti. Aby bola tato vzdialenost minimélna, tak uhol zovrety tymto
smerom a smerom prudu musi byt maximalny, ¢o nastane vtedy, ked bude smer padlovania
kolmy na vysledni rychlost (Cize trojuholnik, ktory sa skladajd z rychlosti pridu, rychlosti
padlovania a vyslednej rychlosti bude pravouhly, pri¢om preponu bude tvorit rychlost pradu).
Maximalny uhol medzi vyslednym smerom a brehom teda moézeme spocitat ako

@:arCSinU—L =42°.
vp
Nésledne vzdialenost, o ktori nés prud odnesie dostaneme ako

= L =6,7m.
tgp

Pri dosadenti si treba vsimnuft, ze sirka rieky v tejto tlohe je o meter vicsia.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha E.1 ... vybijime kondenzator 3 body

Vybijime kondenzator o kapacité C' = 42,0mF pres rezistor o odporu R = 9,81k}.
Vime, zZe pro napéti v case plati rovnice u(t) = er_%. Za jakou dobu bude mit elektric-
ké pole kondenzatoru polovicéni energii oproti stavu, kdy je plné nabity?

Karel chtel, aby se s vybijenim sezndmili ucastnici.

Pro energii kondenzatoru plati vztah
1 2
E==-CU".
2
Zadani proto lze popsat nasledujici rovnici
1 2 1 9 _o_t_ 1 _9_t_
—CU; = =CU, RC = == [e]
4770 T e 2= ¢ T
kde hledand neznama je t.
Nyni mame dva pristupy k feseni. Rovnici mazeme dosadit pfimo do nééakého programu,
ktery ji za nés rovnou vytesi. Jako piiklad uvedme tfeba Wolfram Alpha® Dostdvame pak

rovnou vysledek ¢ = 143s.
Pokud zname logaritmy, muzeme zvolit analytickou cestu, kterd také neni slozita. Vyuzijeme

toho, ze z = €™, a rovnici upravime na
% =i ™2 o 2= 72%,
t= RQ—Cani 143s.
Energie na kondenzéatoru klesne na polovinu za 143s.
Karel Koldr Vojtéch David
karel@fykos.cz vojtech.david@fykos.cz

6 attps://www.wolframalpha.com/input/?i=exp%5B-2%t2F289.81*10%5E3*42%10%5E%28-3%29%29%5D+%3D+1%2F2
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Uloha E.2 ... vodiva Zvykacka 4 body

Rado zvykéd svykacku s mérnym elektrickym odporem p = 1mQ-mm a objemem V = 1cm?.
Rozdeéli ji naptil a kazdou polovinu vyuzije celou jako samostatny vodic. V batohu mé& spotiebi¢
s vnitrnim odporem R = 1), ktery miize byt napdjeny maximalnim napétim Unax = 5V, a
zdroj stejnosmérného napéti U = 12V. Do jaké minimélni vzdalenosti | musi od sebe umistit
spotrebi¢ a zdroj, jestlize je chce spojit vodici z zvykacky konstantniho prurezu?

Rado mél po dlouhé dobé Zvykacku.

Objem oboch zuvaciek je

.
V, =+
2

- s,

kde S je plocha podstavy valca a I jeho dizka (resp. vzdialenost spotrebica od zdroja). Odpor
jednej zuvacky vyratame pomocou merného elektrického odporu nasledovne

l 1? I?
R,=p==p— =2p—.
Pg PVZ Py

Celkovy odpor obvodu je Rc = 2R. + R. Z Ohmovho zakona

2
U =R = (2R, + R)I = (4pi/+R>[,

kde I = %, a teda

Radovan Lascsdk
radovan.lascsak@fykos.cz

Uloha E.3 ... levny voltmetr 3 body

Voltmetr na stridavy proud (tj. méri¢c AC napéti) po fyzikdlni strdnce funguje ndsledovné.
Ze vstupniho napéti se nejprve odfiltruje stejnosmérna slozka uzitim nizkofrekvencniho filtru.
Naésledné se ziskané napéti usmérni a uhladi vysokofrekvencénim filtrem. Toto jednosmérné na-
péti se zméri a prevede pomoci numerického faktoru na tidaj zobrazeny na displeji. Tento faktor
je voleny tak, aby pro harmonicky priibéh napéti byla na displeji zobrazena jeho efektivni hod-
nota. Jakou hodnotu bude pristroj ukazovat, pokud bude mit vstupni stridavé napéti pilovity
priibéh, jez osciluje mezi hodnotami Uy = 0,00V a Uz = 1,00V ?

Dodo krade ndpady na dlohy na KDEF.

Najprv ur¢ime numericky faktor pouzivany pristrojom. Pre harmonické napétie dané vztahom
U = Uy sin(wt), ktoré nemd jednosmernu zlozku (¢asovy priemer napéitia je nulovy), dostdvame
po usmerneni priebeh napéatia U = Uy [sin(wt)|. Nésledné zhladenie z neho vytvor{ priemernt
hodnotu. Usmerneny signdl je n-periodicky, staci ndm teda priemerovat

1

Um:f/ Uosingodcp:gUo.
T/, bis
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Toto namerané napéatie musime prendsobit prevodnym faktorom a, aby sme dostali efektivnu
hodnotu dant strednou hodnotou druhej mocniny napétia

1 [T 1
U =4/~ UZ2sin? pdp = —Up.
f \/“/0 0 wap \/5 0

Prevodny faktor ma teda hodnotu

_ Uef T
Un 22

V pripade s pilovitym priebehom musime najprv odstrédnitf jednosmerni zlozku — dlhodo-
by casovy priemer je rovny U = 0,50V a vzniknuty pilovity priebeh ma teda hodnoty medzi
—0,50V a 0,50 V. Po usmerneni dostavame po sebe nasledujice trojuholniky, vsetky so zadklad-
nou na casovej osi a vyskou 0,50 V.

Po zhladen{ teda dostdvame priemernti hodnotu napitia U, = 0,25V a po prevode v pristroji
na efektivnu hodnotu“ sa na displeji zobrazi udaj
Uq = aU}, = 0,28 V. Pre inform4ciu, skuto¢nd hodnota efektivnej hodnoty je Ul; = % V=0,58V
teda takmer dvakrat vyssia.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha E.4 ... civka na bazi 4 body

Méjme obvod se zdrojem stejnosmérného napéti (U > 50V) civkou o
indukénosti L = 5H a odporu R = 10k, tranzistorem NPN, idedlnim
ampérmetrem a spinacem. Sepneme-li spina¢, ampérmetr zacne po ne-
jaké dobé ukazovat proud I = 1A. V jakém case po sepnuti obvodu
ampérmetr ukazoval hodnotu I' = 500 mA ?

Vojta nesestavoval bombu.

Vsimnéme si, ze diky U > 50V lze zanedbat napéti na prechodu baze-emitor. Ozna¢me prou-
dovy zesilovaci Cinitel tranzistoru . Nyni jsme schopni urcit, Ze civkou po ustdleni prochézel
proud Imax = I/8.

Také uréime, ze v éase, kdy ampérmetr ukazoval hodnotu I’, musel civkou prochézet proud
I, = I'/B. Déle postupujme s vyuzitim nésledujictho vztahu pro &asovou zévislost proudu
prochézejiciho civkou, ktery lze naptiklad odvodit vyresenim diferencidlni rovnice pro vlastni
indukci,

_ Ry
1 L — Imax l—e T y
odkud dosazenim za proudy a néaslednou tpravou dostaneme

L 1
t i n(jfll) 0,35 ms

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz
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Uloha X.1 ... stadhnu ji s sebou 3 body

Mame kouli vzduchu s polomérem R = 2,1 cm, ktera je obalena vrstvou polystyrenu o tloust-
cet =2,1cm a hustoté p = 33kg-m™~>. Pevnym providzkem ji pripojime k siloméru, za ktery ji
stahneme do poloviny objemu pod hladinu. Jakou silu namérime na siloméru?

Karel premyslel o balonech.

Silomér bude ukazovat rozdil vztlakové sily, jiz bude koule nadnédsena, a tihové sily, kterd na ni
pusobi (kde vzhledem k pozadované presnosti zanedbdme hmotnost vzduchu v kouli). Objem
polystyrenu pak vypocitame jako rozdil objemu celé koule Vi a objemu vzduchu V.. Hustotu
vody oznacme p,. Dostavame tak

1
F=Fo—Fy=gVepvg = (Vi = Vo) pg =

2 4 4 .
3" (R+ 1) pug — (gn (R41)° — gnRB) pg =1,43N.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha X.2 ... na dno piehrady 4 body

Méme kus polystyrenu o hmotnosti mo = 1,25kg a hustoté py = 27kg-m ™2 a chceme ho zcela
ponoiit na dno vodni nddrze. Mame k dispozici dostatek kamene o hustoté p = 2650kg-m™3.
Jakou minimalni hmotnost bude mit kdmen, ktery musime k polystyrenu pripevnit?

Karel premyslel nad Archimédem.

Hledanou hmotnost kamene ozna¢me m. Na systém polystyren-kdmen po ponoifeni do vody
pusobi vztlakova Fy, = Vpg a tihova sila F' = Mg, kde V = % + % je celkovy objem a M =
= mo + m je celkovd hmotnost.

V krajnim pripadé bude velikost tihové sily stejna jako velikost sily vztlakové

mo m
(mo+m)g=|—+—pvg,
po P
kde p, = 998 kg-m ™2 je hustota vody.
Resenim této rovnice ziskdme
oy
m = molpoij =T72,1kg.
P
Adam Mendl
adam.mendl@fykos.cz

Uloha X.3 ... neznama koule v nezniamé vodé 4 body

Maéme kouli s nezndmym polomérem ponorenou v kapaliné s nezndmou (ale konstantni) hus-
totou. Vime, ze rozdil tlaki mezi hornim a dolnim bodem koule je Ap = 850Pa a celkovd
vztlakova sila ptsobici na kouli je Fy, = 150N. Jakd je hustota kapaliny?

Lego vymgslel dlohy na vztlak.
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Vieme, ze rozdiel hydrostatického tlaku mézeme vyjadrit pomocou vzorca Ap = Ahpg. V nasom
pripade vyskovy rozdiel medzi hornym a dolnym bodom gule jej priemer, cize dvojnasobok
polomeru (Ah = 2r). Z toho si mozeme vyjadrit polomer gule ako

A
= Bp
2pg
A kedze je objem gule V = 4/3nr®, tak nam staéi dosadit vSetky spomenuté vzoréeky do vzorca

na vztlakovi silu s

4 Ap
Fo.=Vpg = gﬁwﬁ’ga

odkial si m6zeme vyjadrit hustotu neznamej kvapaliny

TEApB . -3
p=1/ 6Fong? 50kg-m

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha X.4 ... pritazliva 3 body

Danka ma dvé mosazné kulicky o priméru 2,00 cm, které jsou nabity stejnymi naboji. Jedna
z kulicek je upevnéna a druhd kulicka se ve vzdalenosti di = 20,0 cm vzndsi nad tou prvni
(uvazujme, Ze se miiZe pohybovat pouze ve svislém sméru). Pak jsou obé kulicky ponoreny
do oleje o hustoté py = 910kg-m™3, kde se ustdli novd rovnovdha pri vzdjemné vzdalenosti
kulicek d2 = 14,0 cm. Jaka byla relativni permitivita pouzitého oleje? Hustotu mosazi uvazuj-
te p = 8400kg-m 3. Vzddlenosti kulicek je myslena vzdalenost jejich stied.

Danka si hrdla s kulickami.

Aby sme tlohu vyriesili, tak sa musime pozriet na to, aké sily posobia na hornt gulicku. Vo
vzduchu na nu posobi tiazova sila, ktord je kompenzovand elektrostatickou silou, danou Cou-
lombovym zdkonom. Plati teda

kdeV = %n (%)3 je objem jednej gulicky, €o je permitivita vikua a @) je velkost ndboja na jednej
gulicke. V oleji na horna gulicku pésobi okrem tychto dvoch sil aj nezanedbatelnd hydrostatickd
vztlakova sila. Tam ma podmienka rovnovahy tvar

2

Q
—=+V
dreoe, d3 +Vpog

Vipg =

kde &, je hladand relativna permitivita oleja. Prvd a druhd podmienka rovnovdhy ndm davaja
dve rovnice o dvoch nezndmych. Aby sme si zjednodusili vypocet, tak si z prvej podmienky
rovno vyjadrime cely zlomok

Q2

47‘[50 ’
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a tento vyraz dosadime do druhej podmienky. Potom méZeme v novej rovnosti skratit viacero
veli¢in a vyjadrit relativnu permitivitu oleja ako

(B e
d2/ p—po

Po dosadeni ¢iselnych hodnét dostavame, zZe relativna permitivita pouzitého oleja bola e, = 2,3.
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