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Uloha 1 ... ujizdi mi ruka 3 body

Podle informaci z Wikipedie jsou nejdelsi eskaldtory v Praze na Namésti Miru. Urazi zde | =
= 87,1m za t = 140s. Také se rikd, ze kviili pozornosti se pohybuji madla o v = 2,0 % rychleji
nez schody. O kolik se vim posune ruka o proti zbytku téla v momenté, kdy ruka dojede na
konec eskaldtorii (kdybyste ji méli dost dlouhou), pokud se budete celou dobu drzet madla a pri
tom stat na stejném schodé? Karel se znovu zamyslel nad eskaldtory.

Madla se pohybuji rychlosti
u=uv-(1+dv),

proto se ruka dostane na konec eskalatori za Cas

l l 1
T === —
u v 140dv
Zbytek téla se mezitim urazi vzdalenost
1
lo=v-T=1lg-
0T YT E T Sy

z ¢ehoz zjistime, Ze se ruka o proti zbytku téla posunula o

ov

Al=1— = —
t=i-l 1+ 6w

l,
Al=1,71m.

Ruka by vam popojela o 1,71 m oproti nohdm. Proto neni u vétsiny lidi redlné, aby se vydrzeli
drzet celou dobu na jednom misté. Je otdzkou, jak presné jsou nastavené které eskaldtory.
Ale to, ze se musite obcas pfechytit (a déldte to nejspiSe i podvédomé), neni obvykle chybou
eskalatori, jednd se naopak o chtény prvek.

Jiri Kohl Karel Kolar
jiri.kohl@fykos.cz karel@fykos.cz
Uloha 2 ... porovnani prakii 3 body

Lega uz omrzely luky, tak si sel koupit prak. Ten aproximujeme jako pruzinku s konstantni
tuhosti a nulovou klidovou délkou. Legolas umi natahnout prak silou F = 31,4 N a chce, aby pri
takovém natazeni ulozil do praku co nejvétsi energii. V obchodé byly 2 praky s tuhostmi

k1 = 159N/m a ks = 265N/m. Jaky bude rozdil potencidlnich energii uloZenych do téchto
praki pri natazeni silou F'? Uvedte kladny vysledek, pokud m4 vice energie prak s k1, a zaporny,
pokud naopak. Lega uz omrzely luky.

. . . . P _ 17,2 . , - -
Pote}lmalna energia pruzinky je dand vztahom E, = Sky~, lfde k je tuhost pruzinky a y jej
predlzenie. Ak natiahneme pruzinku tuhosti kq silou F', jej dlzka sa zvacsi o y1 = % Potom

pre potencidlnu energiu prvej pruzinky dostdvame
2

1 2
Eyn ==k = —.
pl 2 1Y1 2%k
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Analogicky vyjadrime aj potencidlnu energiu druhej pruzinky pri rovnakom natiahnuti. Napo-
kon spocitame rozdiel tychto dvoch energii a dostavame
F?r1 1

Epl*EpQZ 7 (?17?2) :1,24J7

¢o je hladany vysledok.

Vidime, ze ked fixujeme silu, ktorou pruzinku natahujeme, vac¢siu pracu vykoname v pri-
pade, ked ma pruzinka mensiu tuhost. Preco sa potom nevyrabaju vsetky praky a luky s co
najmensou tuhostou? Najstru¢nejsia odpoved je, ze okrem maximélnej sily st nase ruky obmed-
zované aj maximalnou vzdialenostou, o akd mézu byt od seba vzdialené. (Zlozitejsia odpoved
by zahfnala to, ze sila, ktorou moézeme po6sobif, nie je nezavisld na vzdjomnej polohe nasich
ruk...)

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 3 ... horska cyklistika 3 body

Matéj jede po horské cyklostezce a miji protijedouci cyklisty. Na vrsku kopce se vycerpani jezdci
pohybuji primérnou rychlosti 5km-h™! v obou smérech a Matéj jich zde potkédvéd v priméru
0,02 za sekundu. Naopak v nejnizsim bodé stezky jsou cyklisti rozjeti (z obou sméri) a Zenou
se priimérnou rychlosti 50 km-h~!. Kolik jich Matéj v priméru potkévé zde? Cyklostezka neméd
zadné odbocky a Matéj se vzdy pohybuje rychlosti priimérného cyklisty.

Matej horsky cyklistoval.

Uloha je trikova a m4 trividlni feSeni. Piedpokladdme-li, Ze se nikdo nevyboural, tak kvili za-
chovani poctu cyklisttt musi kazdym bodem cyklostezky projet stejny pocet jezdcu za sekundu.
Diky tomu, ze se Matéj pohybuje stejné velkou rychlosti jako protijedouci cyklisti, je tak pocet
jezdct potkanych za sekundu dvojndsobny (viéi statickému pozorovateli), ale pofad zustéava
konstantni. Resenim je tedy 0,02 cyklist@l za sekundu.

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz

Uloha 4 ... myslivce, stiel se 3 body

Jaky nejvétsi polomér miize mit planetka, aby na ni ¢lovék mohl sam sebe strelit? Myslivec
vystreli tésné nad jejim povrchem, rovnobézné s nim a planetka nebude mit atmosféru. Rychlost
letici kulky je v = 380m-s~!. Hustota planetky je p = 3200kg-m~3. UvaZujte, Ze planetka je
kulova a homogenni. Karel chtel planetdrni strilend.

Zadani tlohy se nas v podstaté pta, jaky polomér musi planetka mit, aby se kulka pohybovala
po kruhové draze tésné nad jejim povrchem (s vétsi rychlosti by se pohybovala po eliptické
drdze). Oznacime-li m hmotnost kulky, M hmotnost planetky a R jeji polomér, zajimd nds
rovnost sil ) "
v m
mR =R
kde hmotnost M muzeme déle vyjadrit jako

4
M =pV = gnpRS.
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Dosazenim a tpravami dostaneme

3 .
= ——— =402km.
R=wv 1npG 02 km
Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz
Uloha 5 ... padajici rampouchy 3 body

Z okraje strechy se uvolnil maly ledovy rampouch a volnym padem se pohyboval podél svislé
zdi domu. Kolem okna vysokého h = 1,50m proletél rampouch za dobu t = 0,10s. Jaka je
vzdalenost mezi okrajem stiechy a vrskem okna? Kubu tehdy mdlem zasdhnul rampouch.

Vieme, Ze okno mé vysku h a Ze cencul (4no, to je rampouch po slovensky) okolo neho padal
pocas doby ¢, Cize za Cas t presiel drahu h. Zrejme uz pri hornom okraji okna mal cencil nejaki
nenulovi rychlost. PouZijeme preto vzorec pre dradhu rovnomerne zrychleného priamociareho
pohybu s nenulovou pociatocnou rychlostou

h = vot + %th.

Jeding veli¢ina v tomto vztahu, ktori nepozname, je rychlost pri hornom okraji okna vg. Mo-
zeme si ju preto vyjadrit ako
1,2
—

Nakoniec zostava uvedomit si, ze ak cencial padal volnym padom z pokoja, tak rychlost v
ziskal za ¢as to = vo/g. Teda od momentu, kedy zacal padat, po moment, kedy bol pri hornej

hrane okna, spadol o
2 1,,2)2
1 1 h—39t°) .
ho = sgtd = 59 [ = :7( :9") =10,7m.
2gt2?

Vo

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 6 ... ojetd pneumatika 3 body

Pneumatiky naseho nového vozu maji prumér D = 634,5 mm a hloubku dezénu dy = 8,0 mm.
Technik ndm nastavil tachometr auta tak, Ze méril presné pro piivodni rozmér kola. Ridime
vsak cCasto, takZe se dezén pneumatik po case sjel na miniméalni hloubku pro pouziti v 1été,
tedy dmin = 1,6 mm. Jak se nyni odlisuje skutecna rychlost od té, které ukazuje tachometr?
Odpovéd udejte jako podil rychlosti na tachometru k redlné hodnoté. Karel tankoval.

Kolo povazujeme za dokonale kruhové, pak je jeho obvod o9 = nD. Poté, co se ndm sjede vzorek,
se dostdvdme na pramér D1 = D — 2(do + dmin) a novy obvod kola bude
01 = 1 (D — 2do + 2dmin). KdyZz auto urazi obvod nového kola, tak si ,,tachometr mysli“, Ze ujelo
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0 néco vice, tedy délku puvodniho obvodu. Pomér rychlosti, ktery ukazuje tachometr bude
odpovidat poméru obvodii, tedy

% _ =D — D = 1,02.

k=
01 T (D - 2dO + 2dmin) D - 2d() + 2drnin

Tachometr pak ukazuje 102 % skuteéné hodnoty rychlosti.

Ve skutecnosti by mél byt tachometr vzdy nastaveny tak, aby ukazoval o néco vice, nez
je skutecnd rychlost, a to i v ptipadé nesjetého dezénu. Skutecnd situace se komplikuje i tim,
ze se pneumatiky v pribéhu pohybu deformuji, nejezdime jenom po roviné silnici apod. Nicméné
tyto vlivy jsou uz relativné malé.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha 7 ... vyhod tu bombu 3 body

Na konci filmu Simpsonovi ve filmu jedou Homer s Bartem na motorce po vnitini plose sklenéné
kupole. Predpokladejte, ze kupole ma polomér 1,00 km. Jakou minim&lni rychlosti by musela
motorka jet, aby ani v nejvyssim bodé kupole Homer s Bartem nespadli?

Jindra zkousel svou movou motorku na Ondrejovské hvézddrne.

Budeme pracovat v neinercidlni soustavé spojené s motorkou. Na vrcholku kupole piisobi na mo-
torku dvé sily, tihova sila smérem doli a odstfediva sila nahoru. Hrani¢ni ptipad nastane
ve chvili, kdy si obé sily budou rovné

»

muv

mg =
r

Polomér koule jsme si oznadili = 1,00km, m je hmotnost motorky s jezdci, g = 9,81 m-s~>

je tithové zrychleni a v je hledand minimalni rychlost motorky. Vyjadfime
v=1+/gr=99,0m-s " = 357kmh "
Homer s Bartem by museli jet rychlosti 357 km-h™*.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 8 ... jezdici most 3 body

Silni¢ni most majici délku L = 8 m je na jedné stra- L
né pevné ukotven. Na druhé je poloZen na pevnych
valeccich o poloméru r = 6 cm. Ty lezi na pevné rov-
né podlozce, po které se mohou volné pohybovat ve
vodorovném smeéru. O jaky thel se valecky pootoci
mezi zimou, kdy je t, = —10°C, a létem s teplotou

t; = 30 °C? Koeficient délkové tepelné roztaznosti mostu je o = 1,0 - 10 K Vélecky nepro-
kluzuji a na volné strané je mezi koncem mostu a silnici mezera.
Jarda citi, jak se mu hgbe puda pod nohama.
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Délka mostu se zméni o Al = laAT, kde [ je jeho puvodni délka, « je koeficient délkové teplotni
roztaznosti a AT = 40 °C je rozdil teplot mezi zimou a létem.

Neupevnény konec mostu se tedy posune o Al = 3,2mm. S tim, jak se posouva konec
mostu, se méni i poloha valeckt. Protoze védlecky neprokluzuji, jsou vzdédlenosti na rovnych
i zakfivenych povrsich stejné. VileCek se posune o polovinu vzdalenosti ve srovani s koncem
mostu, protoze neprokluzuje dole ani nahore - stred valecku se pohybuje urcitou rychlosti vpied,
ale jeho horni bod se pohybuje o nasobek 1thlové rychlosti a poloméru kolecka rychleji.

Uhel ve stupnich tak spoéitame jako

T o
_ laAT 360 —15°

2 2nr 7
kde r je polomér vélecku.
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 9 ... dva kvadry na kopci 4 body

Méjme ,kopec* sklddajici se ze dvou naklonénych rovin, jejichz sklon vii¢i vodorovné roviné
oznac¢ime a1 a az. Na prvni rovinu se sklonem ay = 25° polozime kvddr o hmotnosti m; = 10kg
a na druhou se sklonem as = 35° polozime odlisny kvadr s hmotnosti ma = 15kg. Ndsledné
oba kvadry propojime nehmotnym lanem vedenym pres nehmotnou kladku na vrcholu kopce.
Lano je vzdy rovnobézné napnuté viic¢i dané roviné, koeficient smykového treni mezi kvadry
a naklonénymi rovinami je f = 0,15 a koeficient statického treni je dostatecné maly na to, aby
se rozjeli. Jaké bude zrychleni kvadru ma, pokud na pocatku jsou oba kvadry v klidu? Kladné
znaménko bude znacit zrychleni doli z kopce a zaporné nahoru k vrcholu. Lego byl na ture.

Pozorny riesitel si ihned vsimne, ze kvader mq je fazs$i a navysSe sa nachiddza na naklonenej
rovine s vac¢sim sklonom, ¢ize intuitivne to bude kvader mg, ktory bude zrychlovat smerom dole
a kvader m1 bude zrychlovat smerom hole. To si aj overime vypoctom. Dolezité ale je uvedomit
si, ze ak by sme pocitali s predpokladom, ze kvader m1 zrychluje dole, dostali by sme zaporné
zrychlenie. Toto zrychlenie vSak nie je nasim rieSenim, lebo bolo spocitané s predpokladom, ze
kvéadre sa hybu s opa¢nym zrychlenim, nez sa hybu v skuto¢nosti, a teda trecie sily maji opacni
orientaciu (tento nespravny vysledok je teda v absolitnej hodnote vacsi nez ten sprévny).

Dost rozpravania o tom, ako sa tento priklad neriesi, podme sa pozriet ako sa riesi. Kvader ma
tahd nadol zlozka jeho tiaze rovnobezna s naklonenou rovinou, jej velkost teda bude Fke =
= magsin az. Brzdit ho bude trecia sila imerna zlozke jeho tiaze kolmej na podstavu kvadra,
c¢ize s velkostou Fia = fmag cos az. NavySe ho nahor bude tahat lano silou, ktord nepozname,
takze si ju oznac¢ime T'. Pohybova rovnica pre tento kvader bude moas = Fxa — Fi2—T. Obdobne
budu vyzerat sily pre kvader 1, akurdt ze ten bude fahat v smere jeho zrychlenia (teda nahor)
lano, zatial ¢o jeho tiaz ho bude tahat dole, ¢ize proti smeru jeho zrychlenia. Pohybova rovnica
prefi teda bude mia; = —Fyi1 — Fy1 + T

Kedze lano a kladka st nehmotné, taha lano oba kvadre rovnako velkou silou T'. Zaroven
zrychlenie kvadrov musi byt rovnako velké, ¢ize v nasich rovniciach plati a1 = az2. Zostava
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rovnice séitat, aby sme sa zbavili nezndmej T' a vyjadrit az:

(m2 +mi)ag = Fxo — Fyo — Fxa — Fia,

masin g — fmeo cos ag — my sina; — fmi cos an
az =g )
meo + ma

az = 0,46 ms 2.

Pripomenme si, ze zadanie pozadovalo zrychlenie so zadpornym znamienkom, ak kvader mi
2

zrychluje smerom nahor, ¢ize spravnou odpovedou je —0,46 m-s™~.
Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 10 ... energeticka rychlovarna tspora 4 body

Kdyz ceny rostou, je treba setrit. Jaka bude nase dspora v procentech, pokud budeme na caj
ohrivat méné vody a tspornéji? Piivodni zpiisob spocival v ohrati Vi = 1,001 vody z ptivodni
teploty to = 18,5°C (konvice i vody) na teplotu varu t. = 98,5°C. Pouzivdme rychlovarnou
konvici s tepelnou kapacitou C = 442 J.K™'. Novy zpiisob se bude lijit mensim objemem
ohfivané vody Vo = 0,8001 a nizsi dosazenou teplotou t2 = 83 °C. Cenu elektriny pro spotrebitele
uvazujte bez ohledu na aktualni vyvoj cen jako konstantni p = 4,45 K&-kWh ™. Predpokladejte,
Ze teplota vody je vzdy stejnd v celém objemu a tic¢innost konvice je 95 %.

Karel se dival na rostouct inflaci.

Jde o relativné pfimocarou aplikaci kalorimetrické rovnice, kterda je zkomplikovana tim, ze
srovnavame dvé situace a jesté je musime na zavér dat do poméru. Uvedend cena je v zadani
navic. Otazka je totiz na procentni tisporu, kterd nezavisi na cené elekttiny, pokud je konstantni.
Nicméné pokud bychom ohfivali prvnim zptsobem pied zdrazenim a druhym az po zdrazeni,
tak bychom potfebovali znat aktudlni ceny. Stejné tak je v zadani navic u¢innost, kterd zméni
pouze absolutn{ hodnoty energie/tepla, ale relativni Gspora zustane stejné.

Teplo, které je prijato v prvnim pripadé, je souctem tepla prijatého vodou a konvici. Celkove
tedy

Ql = micAt1 + CAt; = (pV1C+ C) (tv — to) R

kde m1 = pVi je hmotnost vody, p je hustota vody, ¢ je mérna tepelna kapacita vody. Pfedpo-
klddame, ze materidlové konstanty vody jsou dostatecné presné konstantni pro dany teplotni
interval. Podobné mizeme napsat vztah pro tispornéjsi teplo

QQ = maocAty + C Aty = (,0V2(3—|— C) (t2 — to) s

kde jsou veli¢iny oznaceny analogicky.
Chceme srovnat procentni tsporu s puvodni spotfebou. Pomér tispory ozna¢me jako k. Jak
jsme jiz zminovali, tak je v nasem pripadé stejny jako pomeér tepel

Q11— Q2 _1_@_1_pV2C+C.t2—tQ
Q1 Q1 pVic+C t, —to
Z vysledného tvaru vidime, ze pokud by nam stacil vysledek se zanedbanou tepelnou kapacitou

rychlovarné konvice, tak kromé ceny elektfiny a tc¢innosti bychom nemuseli znat ani hustotu
vody a mérnou tepelnou kapacitu vody. V tomto ptipadé by ndm ale vyslo 35,5 %. Coz se jiz

k

=34,0%
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znatelné 1isi v rdmci zadaného poc¢tu platnych cifer, takze vysledek se zanedbanou tepelnou
kapacitou konvice jsme neuznavali. Mimochodem, usetfime 0,15 K¢ na jedno ohrati vody.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha 11 ... indukované napéti reloaded 3 body

Méjme oblast homogenniho magnetického pole. Oblast ma obdélnikovy priirez se stranami
a =3,0m, b = 2,0m a vektor magnetické indukce B = 1,0 - 1072 T je na ni kolmy. Rovno-
bézné s uhloprickou obdélniku vedeme dostatecné dlouhy drat tak, ze lezi cely mimo oblast
s magnetickym polem. Tyto konce propojime voltmetrem.

Nyni zacneme dratem pohybovat rovnomérnym primocarym pohybem rychlostiv = 0,20 m-s™
kolmo na smér magnetické indukce a na thlopricku, s niz je rovnobézny. Jakou nejvyssi velikost
napéti bude ukazovat voltmetr béhem pohybu dratu? Vojta deélal korektury uloh.

1

Napéti indukované na vodic¢i délky [ pohybujicim se rychlosti v kolmo na magnetické pole
o indukci B dostaneme jako
U = Bul.

Protoze nas zajimé nejvyssi hodnota napéti, musi byt délka ¢asti vodi¢e v mag. poli maximalni,
nebot vSechny ostatni parametry jsou konstantni. Ta mtze nejvyse nabyvat hodnoty v/a? + b2,
dostavame tedy

Umax = Bv a2 + b2 = 0772 mV .

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha 12 ... Archimedeskugeln 5 bodu

Méjme dvé identické nadoby s hmotnosti M,, = 340,0 g se stejnym mnozstvim vody o hmotnos-
ti My = 150,0g. Obé nddoby postupné postavime na vahy. Do prvni z nich ponorime ocelovou
kulicku s hustotou p, = 7850kg-m ™3, jez je zavésend na externi konstrukei, kterd nestoji na va-
ze. Kulicka je pIlné ponorena a nedotyka se dna. Ve druhé nadobé pripevnime ke dnu provazkem
polystyrenovou kulicku s hustotou p, = 27,0kg:m™2 a polomérem r, = 1,5 cm. Kulicka je plné
ponorend, neprotind hladinu. Jaky musi byt polomér ocelové kulicky, aby obé vahy ukdzaly
stejnou hmotnost? Jindra se ucil némecky, aby skryl koule do ndzvu.

V prvnim priipadé pusobi na ocelovou kulicku o objemu V, tihova sila p,V,g smérem dola.
Smérem nahoru pusobi vztlakova sila vody pwVog a tahova sila provazku 7.

Na vodu v nadobé piisobi reakéni sila na vztlakovou silu od kulicky pwVog smérem dolu.
Tim padem prvni nadoba tlaci na vahu celkovou silou Mg+ Mwg+ pwVog, kde prvni dva cleny
vyjadiuji tthovou silu nddoby a vody.

Ve druhém piipadé piisobi na polystyrenovou kulicku o objemu V;, smérem nahoru vztlakova
sila vody pwVpg. Smérem dolt tihova sila ppV,g. Z rovnovihy na této kulicce urc¢ime tahovou
sila provazku jako

Ty = (pw = pp) Vo3 ,

ktera pusobi na kulicku smérem doli.
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Na vodu v nddobé pusobi reakéni sila od kulicky pwVpg smérem dolu. Taktéz ale lanko tahd
za dno silou T}, smérem nahoru, ¢imz nddobu nadlehcuje. Celkova sila piisobici na vahu je proto

Mg + Mwg + pwVog — (pw — pp) Vog = Mng + Mwg + ppVpg -

Jednoduseji bychom mohli stejny vysledek odvodit, pokud si uvédomime, ze nadoba, voda
a polystyrenova kulicka tvoii jeden systém s hmotnosti My, + Mw + ppVp, na néjz ptsobi tihova
sila (Mn + My + ppV5) g.

Obé vihy ukézou stejnou hodnotu, pokud pwVo = ppVp (hmotnosti vody a nadoby se
odectou), odkud dostaneme

To =Tp 3 Z—p =0,45cm.

Zajimavé je, ze polomér nezavisi na hustoté oceli.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 13 ... zanedbame pohyb Zemé 4 body

Zamysleli jste se nékdy nad tim, ze zanedbavame pohyb Zemé k télesu, které volné nad ni
upustime? Tento vypocet zodpovida Zemi o nekonecné hmotnosti. Dalo by se vsak alespori
teoreticky pohyb Zemé zmérit? Dle soucasné fyziky obecné nedokazeme meérit vzdalenosti mensi
nez Planckova délka, kterd je lp = /ARG /c3 = 1,616 - 1073% m. Jakou minimdlni hmotnost by
muselo mit téleso, aby se mezi jeho upusténim a dopadem pohnula Zemé alespoii o n = 10*
Planckovych délek viici své puivodni poloze? Téleso bylo pred padem ve vysce h = 1,00m nad
povrchem. Neuvazujte rotaci Zemé, atmosféru a jakykoli jeji jiny pohyb.

Karel se zamyslel nad zanedbanimi a Planckovymi jednotkams.

Reseni pomoci volného padu

Pro jednoduchost predpokladejme, ze jde o volny pad. Za néjakou dobu se pohne téleso o h
a pritom se Zemé pohne o nlp. Respektive bychom mohli uvazovat, Ze se téleso pohne o tolik
méné, co se pohne Zemé, ale je to tak neuvéritelné maly rozdil, Ze ho mizeme zanedbat.
Protoze jde o pohyb s konstantnim zrychlenim zacinajici v nasi soustavé v klidu, plati
1 1
h==-at", sg=—agpt,
2 ®Tome
kde a je zrychleni télesa, t je doba padu, sq posun Zemé a ag zrychleni Zemé. Obé zrychleni
jsou gravitacni a plati
a GM@ a Gm
= 2 O = 2
RGB RGB

kde Rg je polomér Zemé, priCemz opét muzeme vu¢i nému zanedbat h i nlp a povazovat
zrychleni v pribéhu padu za konstantni.
Casy padu se rovnaji, takze
2h  2sg ag m

a ag 5@ a Mg
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Chceme, aby posun byl vétsi nez nilp, takze
m Mg . -7
sg>nlp = nlp<—~h = m>nlp— =9,65-10""kg =0,965mg.
Mg h
Hmotnost télesa by musela byt vétsi nez 0,965 mg.

RieSenie v tazZiskovej stistave

Kedze podla zadania ide o izolovani ststavu Zeme a telesa (neuvazujeme iné pohyby Zeme),
ich spolo¢né tazisko sa podla 1. Newtonovho zdkona pohybuje rovnomerne priamociaro. Ak sa
na problém budeme pozerat z tejto sustavy, tazisko sa pri pohybe telies nehybe. Ak oznacime
vzdialenost stredu Zeme od faziska dg a vzdialenost telesa od faziska d, plati znamy vztah

deMg = dm, (1)

kde Mg je hmotnost Zeme. Pre vysku nad povrchom Zeme mame vzftah h + Rg = dg + d,
kde Rg je polomer Zeme® Vztah pre polohu taziska E plati vzdy, teda aj pocas padu a po
dopade telesa na povrch Zeme. Po dopade sa teda vzdialenosti zmenia na nové dg, a d’, pre
ktoré plati R = dg + d’ a diy Mg = d'm. Nés zaujimaji posunutia, nie samotné vzdialenosti.
Odc¢itajme preto prislusné rovnice od seba

Ad@M@ :Adm, h:Ad@ +Ad
Riesenim tejto stustavy dvoch rovnic s dvoma nezndmymi dostavame vysledny vztah

mh mh
Adg = ——— =~ —.
T m+ Mgy Mg

Hladdme najmensie m, aby bola Adg > nilp

M@TLZP
h

Dostavame teda, ze hmotnost telesa by musela byt vic¢sia ako priblizne jeden miligram.

Na zéver poznamenajme, ze dokonca ani 10 Planckovych diZok nie je vzdialenost, ktord by
sme pri nieCom o rozmeroch Zeme vedeli podla stcasnej experimentalnej fyziky zmerat, takze
tloha je skér len teoretickou hrackou. DalSou alternativou rieSenia méze byt vypodet pouzitim
zakona zachovania hybnosti.

m > =9,65-10" kg = 0,965 mg..

Karel Koldr Jozef Liptdk
karel@fykos.cz liptak.j@fykos.cz

1V skutoénosti by tu mala vystupovat vzdialenost od stredu Zeme k povrchu. Dalej v rieSeni ticho predpo-
kladdme, ze teleso bude padat pozdlz spojnice jeho pociatocnej polohy a stredu Zeme, ¢o je vSak pre skuto¢nt
nesférickd Zem a nasu tlohu dobra aproximécia.
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Uloha 14 ... horka zarovka 4 body

Danka ma na stole lampu, ve které je stara zarovka s prikonem P = 60 W. Ve vzdalenosti h =
= 40 cm pod zarovkou lezi na stole pocitacovda mys s priirezem tvaru elipsy s hlavni poloosou
délky a = 60 mm a vedlejsi poloosou délky b = 30 mm. Pri rozsviceni zarovky ma mys pokojovou
teplotu Ty = 23,0 °C. Jakou bude mit mys teplotu po 90 minutdch sviceni? Pfedpoklddejte, Ze
zarovka sviti izotropné do celého prostoru, n = 83 % energie dopadajici na priirez mysi ji ohfeje
a zédroverl sama mys neztraci teplo. Tepelnd kapacita mysi je C' = 200 J-K~1.

Dance se od lampy zahrivd mys.

7 kalorimetrickej rovnice vieme, zZe teplo ) prijaté mysou je rovné
Q=C(T—-T),

kde T» je teplota mysi po 90 minidtach svietenia. To je rovné teplu, ktoré prijme od ziarovky.
Ziarovka mé tepelny vykon rovny Pn, ktory sa rozdeli rovhomerne do celého priestoru. Vo
vzdialenosti h je potom tepelny vykon ziarovky na jednotku plochy rovny %. Ked tuto veli¢inu
vynasobime plochou, ktord zaberd prierez mysi, a ¢asom t, dostaneme celkové teplo, ktoré je
mysi predané. KedZze mys ma nenulové rozmery, ked sa jej stred nachddza vo vzdialenosti h
od ziarovky, jej okraje si v trochu vécsej vzdialenosti. AvSsak moézeme si spocitat, ze uhol, pod
ktorym je vidiet najdlhs{ rozmer mysi (pri pohlade od ziarovky) je priblizne 15 °. Z toho mézeme
zratat, ze rozdiel vzdialenosti okraju a stredu mysi od ziarovky je zanedbatelny. Potom mo6zeme
uvazovaf, ze na celil plochu mysi dopada rovnaky energeticky tok. Prierez mysi je vlastne plocha
elipsy, teda mab. Z tychto tvah dostdvame rovnicu pre rovnost vyziareného a prijatého tepla

;th nab = C(Ty — T}) .

Upravime a vyjadrime hladant teplotu 75

Pntab
4Ch?

Po dosadeni ¢iselnych hodndt dostavame Th = 27 °C.

T =T +

Daniela Dupkalovd
daniela@fykos.cz

Uloha 15 ... koralek s pruzinkou 4 body

Kordlek o hmotnosti m = 358¢g jsme navlékli na rovny drdt (kordlek se muze tedy pohybo-
vat pouze v jednom sméru). Pripojime ke kordlku idedlni pruzinku s nulovou klidovou délkou
a tuhosti k = 979N-m~'. Druhy konec této pruZinky upevnime ve vzddlenosti | = 323 mm
od primky, na které lezi drat. Jaka bude perioda malych kmiti kordlku okolo jeho rovnovazné
polohy? Lego dlouho nezadal wlohu na malé kmity.

Samozrejme by sme mohli tlohu vyriesit tak, Ze spocitame, aké sila bude na kordlku po6sobit
po vychyleni o malé Az, rychlejsie a elegantnejsie je vSak spocitat, ako narastie jej potencidlna
energia po takomto vychyleni.

Potencidlna energia pruzinky s nulovou pokojovou dizkou je rovné

1,9
E, ==k
P 2 Y,
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kde y je jej dizka. Rovnovézna poloha korélky je prirodzene v bode drétu, v ktorom je naj-
bliz§ie k bodu uchytenia pruziny (lebo vtedy je pruzinka najkrat$ia). Zo zadania vieme, ze bod
uchytenia je od drétu vzdialeny [, takze v rovnovaznej polohe mé pruzinka smer kolmy na drét
a dizku rovni [.

Ked koralku z rovnovaznej polohy vychylime o Az, posunieme ju o ttuto vzdialenost kolmo na
rovnovazny smer pruzinky. Nova poloha pruzinky teda bude preponou pravouhlého trojuholnika,
kde odvesny tvoria rovnovazna poloha pruzinky ! a vychylenie kordlky Az. Potom mdzeme
z Pytagorovej vety spocitat priamo druhtt mocninu novej diiky pruziny ako i>+Aaz?. Potenciélna
energia pruziny teda bude

Ep = %k (1 + Az®) .

Nesmieme ale zabtidat, Ze potencidlna energia pruziny v rovnovaznej polohe bola ki? /2, Cize
vychylenim koralky o Az nardstla potencidlna energia o kAx?/2. Teraz si bud mézeme rovno
vSimnut, ze to zodpoveda linedrnemu harmonickému oscilatoru s tuhostou k, alebo mézeme
potencidlnu energiu zderivovat podla polohy a dostaneme, Ze sila, ktora pdsobi proti vychyleniu
o Az je kAx. Tak ako tak, zostdva to dosadit do vzorca pre periédu linedrneho harmonického

oscilatora
T = 2n,/% =0,120s.

Zaujimavé je, ze koralka kmita s touto periédou nezavisle na velkosti jej pociatocnej vychylky
na drote, nemusime sa teda obmedzovat iba na malé kmity.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 16 ... balada o h#i$né dusi 5 bodil

Jardova FYKOSI duse se jednou zbavi svého fyzického bremene a zamili do nebe za ptikem
Fykosdakem. Obtézkana hrichy vsak sklouzne do pekla, kde bude uzavrena v kotli o objemu
V = 666 cm®, v ném# ziistane uchovana za drastickych podminek T = 666 °C a p = 666 - 10° Pa.
Zde se bude snazit zbavit molekul hrichii, aby se mohla opét vznést. Molarni hmotnost hiichu
je 666 g-mol . Kolik hiichii Jarda za své ptisobeni ve FYKOSu nabere? Hmotnost &isté duse
je 21g a jeji hustota se za normalnich podminek rovnd 0,70 kg-m~3. Dusi i hiichy povazujte
za idealni plyn. Jardovi neprosla uloha politickou korekturou.

Jardova duse varici se v izolovaném kotli spliiuje stavovou rovnici idealntho plynu

pV _

T nR,

kde R je plynova konstanta a n = np + ne je soucet poctu mola hrichu a ¢isté duse.
Jardova duse byla ptuvodné ¢isté jako kazda jina, ale pribyly do ni hiichy. Pocet molu ¢isté duse
vypocitame z jeji molarni hmotnosti a m = 21 g jako

m
Ne = 5+,
M
kde M; ziskdme z jiné stavové rovnice
Pa _ R
- b
T.p M
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kterd plyne z informace o hustoté za normaélnich podminek T, a p.. Dosadime-li, dostaneme
pocet molt hricha jako
_ _ PV mpa

“TR "™ T TR RLp

Vynéasobenim molarni hmotnosti ziskame

Nh

My (pV  mpa
=— = - =2,95kg.
mh R ( T Tap ,95 g
Amen.
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 17 ... takhle jste to myslel pane Plancku? 5 bodu

Urcete Planckovo povrchové napéti.

Hint: Planckovy jednotky jsou takové, které vzniknou kombinaci tri zdkladnich fyzikdlnich
konstant — gravitacni konstanty G, redukované Planckovy konstanty h a rychlosti svétla c. Jen
pro zajimavost, predpoklddd se, Ze na Planckovych skdldch v mikrosvété selhdvd standardni model
kvantové fyziky a musi se vzit v potaz i efekty kvantové gravitace (o které zatim nic nevime).

Jindra vymyslel dlohu, kterd md kratsi zaddni (bez hintu) neZ ndzev.

Tri zdkladni fyzikélni konstanty k urceni Planckovych veli¢in jsou gravitaéni konstanta G =
= 6,673 - 107" kg='-m®.s72, Planckova konstanta % = 1,055 - 107" kg-m?s™" a rychlost svét-
la ¢ = 2,998 - 108 m-s~!. Povrchové napéti mé jednotku N-m~! neboli kg-s~2.

Pouzijeme rozmérovou analyzu. Predpokladdme, ze Planckovo povrchové napéti op bude

souc¢inem mocnin téchto t¥{ konstant
op = CGR’c. (2)

C je bezrozmérna konstanta, kterou z rozmérové analyzy urcit nemuzeme. Pfi odvozovani
Planckovych jednotek se standardné pouziva C' = 1. Pfi obecném pouziti rozmérové analy-
zy je nicméné lepsi ve vyrazu nechat neznamé C, aby bylo jasné, Ze spravny vztah se muze lisit
o nasobek konstantou.

Do rovnice (P) dosadime jednotky fyzikalnich veli¢in

kgs 2 = (kg~'m®s7 ) (kgm®sT ) (ms )T = kg O mPtTY L gmRam

Jelikoz pocet jednotek na levé i pravé strané musi byt stejny, dostaneme soustavu tii linearnich
rovnic o tfech neznamgych.

—a+p=1
3a+28+v=0
—2a—-pf—-—y=-2
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Sec¢tenim druhé a tfeti rovnice dostaneme o + S = —2. V kombinaci s prvni rovnici tak
zjistime o = —3/2, § = —1/2. Z toho vyplyva v = 11/2. Planckovo povrchové napéti je

/ cll 78 -1

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 18 ... rozzhaveny odporovy drat 5 bodu
Méjme siroky odporovy drat, ktery ma pri teploté To = 20 °C délku lo = 10m a odpor Ry =
= 1,23 Q. Priichodem proudu se zahieje na T = 100 °C, ¢imz se zméni jeho rozméry i mérny
odpor. N4s drét mé koeficient délkové teplotni roztaznosti oy = 2,43 - 1073 K~! a jeho teplotni
soucinitel mérného elektrického odporu je ar = 3,92 - 107> K~'. Jaky bude odpor dritu pii
teploté T', pokud je pripojen ke zdroji tak, Ze se jeho rozméry mohou s teplotou ménit?

Karel se ucil ucit a zamyslel se nad materidlovymi konstantamd.

Oznaéme si merny elektricky odpor drétu pri teplote Th ako po a jeho prierez ako So. Standardny
vztah, ktory spaja dizku telesa s jeho teplotou cez koeficient diikovej teplotnej roztaznosti, méa
tvar

l:lo(1+al (T*T())) .

Obdobny vztah plati aj pre prierez, akurat ten je skalovany s linedrnym rozmerom ako jeho
druhd mocnina. Preto plati
S =28 (1+a(T—Tp)*.

Co sa tyka odporu, vieme, Ze pre konstantné rozmery drétu mé rast ako
R=R0(1+05R(T—T0)) .

Kedze jediné, ¢o sa moéze menit, ak si rozmery drotu konstantné, je merny odpor, a navyse
vysledny odpor je mu priamo timerny, musi platit

p=po(l+ar(T"—T)) .

Teraz zostéava vsetko dosadit do zndmeho vztahu pre odpor drotu

—,t
_pS7
R=po(1+ar (T —T))

R

lo (1 + (0%} (T — T()))
So (1 —+ oy (T — To))2

I

R— 1+ ar (T —To)

=Ry————————~ x~1,35Q).
T+ (T —To)

V realite st ale koeficienty teplotnej roztaznosti radovo zanedbatelné oproti teplotnym stcini-
telom elektrického odporu. Preto v praxi nie je potrebné pocitat so zmenami rozmerov drotu,
ak chceme zistit iba jeho odpor.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz
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Uloha 19 ... golf na kopci 5 bodu

Hrac golfu si véril na uder pres celé hristé. V primém prenosu televize se mu ale rozklepaly ruce
a odpal se mu viibec nepovedl. Mi¢ek podebral tak, Ze vyletél rychlosti v = 8,0m-s~* pod tihlem
a = 80° vidi horizontdlni roviné. Odpal provedl smérem ze svahu, ktery ma od vodorovného
sméru odchylku 8 = 10°. Zklamany golfista se otocil a ani se nepodival, jak daleko od bodu
odpalu micek dopadl. Proto tento tidaj spocitejte. Toho dne Kuba ztratil dalsi micek...

Zavedme kartézsky souradnicovy systém se stfedem v bodé odpalu micku. Ve sméru osy x
na micek zadna sila nepiisobi, ale ve sméru osy y mu tthova sila uddva zaporné zrychleni g.
V case t je pak poloha mi¢ku x = votcosa a y = votsina — %gt2. 7 rovnice pro z si vyjadiime
Cas t a dosadime jej do rovnice pro y. Tim se zbavime parametru ¢ a ziskdme rovnici paraboly,
po které se mi¢ek pohybuje

2
x gz
t=—— S y=astga— —o .
Up COS & y=risa 202 cos? ()
Rovina kopce md smérnici tg(180° — 8) = — tg 8, takze ji popisuje rovnice y = —ztg[. Po-

rovnanim rovnic paraboly a roviny kopce dostaneme jejich pruseciky, tedy bod odpalu z = 0
a bod dopadu
ga?

tga— —Po = _ztgf.
rea 202 cos? () ztgf

Chceme ziskat vodorovnou vzdélenost bodu dopadu, kde = # 0 (pfipad x = 0 by odpovidal
bodu odpalu), proto rovnici vydélime x

gzr
——— =tga+t
202 cos?(a) gotitgf
v 208 cos?(a) (tg o + tg B)
g
Ted uz zbyva pouze vyjadrit hledanou vzdalenost d pomoci vodorovné z. Vsimneme si, ze plati

x
cos B = I
Vyslednd vzdalenost odpovida

205 cos’(a) (tg o+ tg B)
cosff gcosf

=23m.

Jakub Smolik
jakub.smolik@fykos.cz
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Uloha 20 ... gumiéka na rohu 4 body

Na roh tuhého télesa ve tvaru pismene L navlékneme nehmotnou gumicku.
Jakou nejmensi velikost musi mit koeficient treni mezi gumickou a télesem,
aby se nezacala stahovat, pokud se pres hrany télesa ohyba v bodech vzdale-
nycha =>5,0cm ab=7,0cm od rohu? Jardu chtéji natahnout na skripec.

Gumicku si mizeme predstavit jako soubor dvou pruzinek (kazdd z jedné
strany télesa), které obé zac¢inaji a kon¢i v bodech dotyku gumicky s ptred-
métem. Tyto body ozna¢me jako A a B. Obé pruzinky pusobi dohromady
silou F' v bodé A, a to smérem k bodu B (a naopak).

Aby se gumicka nezacala stahovat, musi byt tfeci sila v obou bodech
vétsi nez sila pruznosti. Treci sila ma v bodé A tvar Fra = fF cosa, zatimco v bodé B to
je Frg = fFsina. Pro thel a plati tga = a/b.

Sila snazici se gumicku stdhnout se v bodé A rovnad Fy = F'sina, v bodé B pak Fg =
= F' cos a. Aby gumicka zustala v klidu, musi platit

fFcosa > Fsina,
fFsina> Fcosa.
Prenadsobime-li prvni nerovnici f a dosadime za druhou stranu, dostaneme podminku f > 1.

V naSem pfipadé je a < 45°. Pak je prvni nerovnice urc¢ité splnéna pro vSechna f > 1. Ze
druhé nerovnice vsak plyne

Feosa by,
sihae  a
Koeficient treni tak musi byt aspon 1,4.
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 21 ... polohovy snimaé& 6 bodi

Méjme nadobu s nevodivou kapalinou o relativni permitivité €, = 1,80, v niz jsou castecné
ponoreny dvé svislé paralelni desky tvorici deskovy kondenzator. Ten je pripojen k civce tak,
Ze jsou spolecné soucdsti kmitavého obvodu LC oscildtoru. Kolikrat se zvysi vlastni frekvence
tohoto oscilatoru, kdyz jsou desky kondenzatoru ze ¢tvrtiny ponoreny, oproti pripadu, kdy je
nadoba prazdna?

Stejne jako Vasek jste © vy urcité uz nekdy premysleli, jok nemechanicky mérit vysku hladiny.
Frekvenci LC oscildtoru muzeme urcit podle vztahu

Fe 1
2nVLC

kde kapacitu deskového kondenzéitoru o plose desek S vzdalenych o d ve vzduchu uréime jako

S
02803.

16


mailto:jardah@fykos.cz

Fyziklani Online 2022 12. roc¢nik 23. listopadu 2022

Kdyz ponotime desky do kapaliny, muZzeme na zafizeni nahlizet jako na dva paralelné zapojené
kondenzdtory — jeden s plochou desek 35/4, druhy s plochou S/4. Jejich kapacita pak bude
diky paralelnimu zapojeni ddna souctem jednotlivych kapacit. Bude tedy platit

S S3+er

, 38 s
O =eogg Teosrg =07

Ted mtizeme uz urcit pomér vlastnich frekvenci jako

7 |c 4.
— = — = = 13.
7 c’ 51 91

Vlastni frekvence se tedy snizi. Zminme, ze se vlastné jedna o kapacitni snimac polohy hladiny.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha 22 ... horska cyklistika reloaded 4 body

Matéj jede po horské cyklostezce a miji protijedouci jezdce na kolech. Na vrsku kopce se vycer-
pani cyklisté pohybuji pritmérnou rychlosti 5km-h™! v obou smérech a Matéj zde v priiméru
potkava 0,02 protijedoucich kol za sekundu. Naopak v nejnizsim bodé trasy jsou cyklisté roz-
jeti v pritméru na rychlost 50 km-h™' (z obou smérii). Kolik protijedoucich kol za sekundu zde
Matéj v priiméru potkava? Cyklostezka nema zadné odbocky a Matéj se vzdy pohybuje rych-
losti 10km-h™". Matej se rozhodl vyrazit na kole do hor.

Oznacme si frekvenci fo, se kterou budou cyklisté v jednom sméru mijet stojiciho pozorovatele.
Pokud se v daném misté cyklisti pohybuji prumérnou rychlosti v, pak jejich primérna délkova
hustota na cesté bude A = fo/v. Matéjovu rychlost ozna¢me w. VGéi stojicimu pozorovateli
Matéj za sekundu mine o uX cyklisti vice. Matéjova frekvence mijeni protijedoucich cyklistu je
tedy f = fo+uX = fo (14 u/v).

Méme dvé rovnice (pro vrsek a spodek kopce), z nichz mizeme vyloudit nezndmou fo

ftop:fO (1+ 4 ) ’
vtop

u
fbot:fo(u ) ,
Ubot

Vtop (Ubot + ’U)
Ubot (Utop + 'U)

¢imz dostdvame hledanou frekvenci

fbot = ftop = 0,008 .

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
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Uloha 23 ... jama s kladkami 5 bodii
Méme jamu, ve které visi na volné kladce kvadr o hmotnosti
M = 84,6kg. Na vodorovném povrchu lezi nalevo od jamy kvddr |™ e

s hmotnosti m1 = 26,4 kg, napravo pak dalsi kviadr o hmotnosti
ma = 33,8kg. Ke kazdému z nich je privazan jeden konec lana, na

kterém v jamé visi volna kladka. Na hrandch jamy jsou samoziejmé (D
dvé kladky, aby lano vedlo pouze vodorovné a svisle.
VSechno se pohybuje bez treni, lano i kladky jsou nehmotné.

Jakou velikost bude mit zrychleni, se kterym se bude pohybovat
kvadr v jame? Legovi prislo, Ze ddvd mdlo kladek.

Nakolko st lano aj kladky nehmotné, musi na kazdy element lana posobit nulova vyslednd sila
(lebo F = ma). Preto je lano po celej svojej dizke napinané rovnakou silou, ozna¢me si juT.
Kedze pre kvaddre mi1 a me sa ich tiaz vyrusi s normalovou silou od podlozky, je tahova sila
od lana aj vyslednou silou, ktora na ne posobi. Takze kvader m1 bude zrychlovat so zrychlenim
a1 = T/m1 smerom k jame a podobne ms bude zrychlovat s az = T'/ma.

Kvader v jame je fahany nadol vlastnou tiazou velkosti F;;, = Mg a nahor z oboch stran
tahovou silou lana T, ¢ize spolu 27T. Jeho vysledné zrychlenie smerom nadol teda bude
a=g—2T/M.

Ako tieto zrychlenia spolu stvisia? Ak by sme posunuli prvy kvdder o z1 a druhy kvader o z2,
oba smerom k jame, tak sa kvider v jame (pretoZe je na volnej kladke medzi tymito kvadrami)
posunie o priemer tychto posunuti (pre intuiciu si to mézeme Tahko overit na pripadoch, kedy
x1 = 2, alebo x = 0). Symbolicky = (21 + x2)/2. No a ked tito rovnost 2-krit zderivujeme
podla ¢asu, dostdvame hladany vztah pre zrychlenia a = (a1 + a2)/2.

Do tohto vztahu dosadime vSetky vypocitané zrychlenia a vyjadrime T

gl _mitms
M 2

g:T(er L + 1)
M 2m2 2m1
9
%+ 1,1 -

2mo 2m1

T =

Zostéava dosadit T naspét do zrychlenia kvaddru v jame a mame vysledok

T g 1 —2
a=g—2—=9— 255 M =9\l | =%7TTms .
M W T o T oy L+ s + 2
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha 24 ... efektivni lichobé&znik 5 bodi

Meéjme elektricky zdroj, ktery poskytuje lichobéznikové napéti takové, ze prvni tretinu periody
linedrné roste z 0,00V na 5,00V, pak se tretinu periody drzi na konstantni hodnoté 5,00V
a v posledni tretiné periody linedrné klesa zpét na 0,00 V. Zdroj pripojime k rezistoru. Jakym
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zdrojem konstantniho napéti bychom mohli ptivodni zdroj nahradit, aby na soucastce byl stejny
stfedni vykon (tedy urcete jeho efektivni napéti)? Karel varioval ilohu na efektivni hodnoty.

Stredni vykon zdroje stridavého proudu uréime integraci okamzitého vykonu pres jednu periodu
(a podélenim touto periodou), tedy
T
vz = 1
=P== Pdt.
Ptz

V naSem pripadé muzeme okamzity vykon psit jako

U2
P=—
R 9
kde napéti U md na ¢asovém intervalu [0, 7] pribéch

3L.5V te[0,T/3)s
U={ 5V te[T/3,2T/3]s
LD 5V te (2T/3,T)s

Mizeme tedy dosadit, rozepsat na tii integraly. Dostaneme pak

T/3 9 2T/3 T 995(T — ¢)2
Uet = l 2250 dt + 25dt + Mdt V=
T2 - T2
/3 2T/3
T/3
_¢M/‘ﬁm+§v_

= — V =3,73V.
3
Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz
Uloha 25 ... zavod o &as 4 body

Sedite v auté, které jede konstantni rychlosti 80km-h™!, a vjizdite do 5km dlouhého tunelu
bez mobilniho signdlu. Zaroven sledujete na mobilu etapu Tour de France, ve které ziistava
do konce 3,5km. Cyklisté jedou rychlosti 40km-h™" a prdvé v momenté, kdy vdm vypadne
signdl, zacnou sjizdét z kopce, takze az do cile budou rovnomérné zrychlovat. Jaké mohou mit
maximalni zrychleni, abyste stihli vidét poslednich 30s etapy, kdyZ vyjedete z tunelu a opét
chytite signal? David sledoval v auté cyklistiku.

Pri zostavovani rovnice pre pohyb cyklistov si najprv musime uvedomit, za aky dlhy cas cyklisti
pridu do ciela pri zadanych podmienkach. Z nich je zrejmé, ze tento ¢as () je rovny siuctu Casu,
za ktory prejde auto tunelom (¢.) a rezervného ¢asu (t.), ktory vyjadruje, kolko ma po vystupe
z tunela este zostdavat cyklistom do ciela. Matematické vyjadrenie vyzera nasledovne

te =ta+tr = -2+, = 255s. (3)

Va
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Teraz si mézeme zostavit rovnicu pre dréhu prejdent cyklistami, a ndsledne z tejto rovnice
vyjadrit zrychlenie amax

amaxtg 2 (Sc - Uctc)

D) = Amax = tg (4)

Pre v8eobecné vyjadrenie vysledku eSte dosadime vyraz, ktory sme dostali v (E) do rovnice (H)

Sc = vctc +

2 (se —ve (3 + 1))

Gmax = (=+ o) =0,021m=s 2.

Vysledkom je teda amax = 0,021 m-s”2.

Dadvid Brodrniansky
david.brodnansky@fykos.cz

Uloha 26 ... ut&k pies zamrzlé jezero 4 body

Emigrant se pokousi v zimé prchnout ze zemé a jeho cesta vede pres zamrzlé jezero. V patéach je
mu ale pohranicéni straz, proto musi svou trasu planovat co nejefektivnéji. Pres jezero vede prima
statni hranice, za kterou jiz bude v bezpeci. Vsude kolem brehu bylo husté rakosi, najednou
ale uvidél volnou ledovou plochu. Na zamrzlou hladinu vbéhl rychlosti u = 4,3m-s~' smérem
rovnobézné k hranici, od které byl vzdalen d = 38 m. Jak nejméné dlouho mu bude trvat se
dostat do bezpeci, pokud je koeficient treni mezi ledem a jeho botami f = 0,05 a zadné dalsi
prekazky uz mu nestoji v cesté?

Jarda st mysli, Ze toto jsou ted redlné problémy ve vychodni Fuvropé.

Maximalni sila, kterou muze v jakémkoliv vodorovném sméru pusobit, je F' = fmg. Z Newto-
novy pohybové rovnice pak dostaneme vztah pro maximéalni zrychleni a = gf.

Aby se dostal pres hranici co nejrychleji, musi sviij pohyb vykonévat tak, aby jeho vysledné
zrychleni puisobilo kolmo k hranici. Jedna se tak o rovnomérné zrychleny pohyb, pro ktery plati
s = %atQ, odkud po dosazeni a = gf a s = d dostédvame

2d
t=4/— =12/4s.
gf
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 27 ... zahfejeme helium 5 bodu

Neznamy objem Vi plynného helia uchovavame za atmostérického tlaku a pri teploté
To = 297 K. Jak velky je tento objem, pokud se dodanim tepla (Q = 42 J za konstantniho tlaku
zvysi teplota plynu o AT = 2,5K? Karel prochazel ucebnice a tohle tam nevidél.

Pri izobarickom procese (t.j. procese s konstantnym tlakom) je zo stavovej rovnice

pV =nRT
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zrejmé, Ze teplota a objem budd priamo tmerné. Ak sa teplota zvysi z To na 11 = To + AT,
objem sa potom zvic¢si z Vj na

Ti AT
Vi=Vo==WI1+— ).
=i =¥ (1451 )
Mozeme teda okamzite spocitat pracu, ktora sa pri tom vykona. Nakolko dW = pdV a tlak sa
pri tomto procese nemeni, sta¢i vynédsobit tlak zmenou objemu a vykonand praca je
AT
W = paAV = paVo—— .
To
Musime si vSak uvedomit si, ze dodané teplo @) sa okrem prace premenilo aj na zvysenie
vnuitornej energie plynu. Vieme, ze vnutornd energia plynu je timernd nRT (teda rovnako je
dmernd i pV'). Ak4 je vSak konstanta timery? Ekvipartiény teorém hovori, ze tdto konstanta
je n/2, kde n je pocet stupiiov volnosti pohybu molekil. Pre jednoatémovy plyn plati n = 3,
nakolko sa molekula méze nezavisle pohybovat v smeroch z, y, z. Kedze hélium je jednoatémovy
plyn, vnutorna energia plynu pri tomto zahriati narastla o

AU = U1 — Uo = gnRTl — gnRTo = gpaAV.

Substiticiou do prvého termodynamického zdkona dostdvame

Q=W+ AU = pavo% —+ gpavo% ,
0= ;ﬁ‘} =1,97-10 % m®.
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha 28 ... tropické klima 5 bodu

Viktor chce, aby se jeho pokojovym rostlinam darilo, a tak se rozhodl, Ze v pokoji zvysi vzdusnou
vlhkost. Pred zapnutim zvlhéovace byla humidita v mistnosti 30 %. Zvlhcéova¢ dokdze kazdou
minutu odparit 5ml vody. Na jaké hodnoté v procentech by se vlhkost v pokoji ustélila, pokud
by Viktor pootevrel okno a kazdou minutu by se vyménila v mistnosti 3% vzduchu? Predpokla-
dejme, Ze venkovni atmostéra ma stejnou humiditu jako vzduch uvnitr mistnosti pred zapnutim
pristroje. Viktoriv pokoj méa rozméry 4 x 5 X 2,5m a teplota vzduchu je 25 °C.

Viktor si chtel vyzkouset, jaké je to Zit v pralese.

Oznac¢me zaciato¢nu relativnu vlhkost v miestnosti ®¢ a relativnu vlhkost v ustilenom stave
®.. Ak je relativna vlhkost v miestnosti ustdlend, nemeni sa celkovd hmotnost vodnej pary
vo vzduchu v miestnosti. Ked sa pozrieme na bilanciu, zvlh¢ova¢ kazdi mintatu prida do vzduchu
vodnu paru o hmotnosti

my = Vop,
kde Vo = 5ml je objem vody odparenej zvlhéovatom za jednu minttu a p = 997 g-cm™>
je hustota vody pri teplote 25 °C. Zaroven sa ale vetranim vymeni ¢ast n = 3% vlhkejsieho
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vzduchu z miestnosti za menej vlhky vzduch zvonka. Aby sme zistili, akd je hmotnost ms
vodnej pary, ktord odide tymto procesom z miestnosti za minttu, potrebujeme poznat dva
vztahy. Hmotnost vodnej pary m vo vzduchu v miestnosti a absolitna vlhkost 6 st spojené
rovnicou

kde V' je objem miestnosti. Relativnu vlhkost vzduchu potom spocitame z absolitnej vlhkosti
ako

>=__
0

kde 6, je absolitna vlhkost vzduchu nasyteného vodnymi parami (vtedy je relativna vlhkost
100 %). Této hodnota je zdvisld na teplote, pri zadanych 25°C je 6, = 23 g-m~3. Pouzitim
tychto dvoch rovnic pre absolitnu a relativnu vlhkost mézeme pisat

ma = nabe(fe — o),
ma = nabchn (Pe — Do),

kde abc je objem miestnosti. V rovnovahe plati mi = mo. Teda dostavame
Vop = nabchn (e — @) .

Upravami vyjadrime ustalent relativnu vlhkost vzduchu ®. ako

Vop
nabchy

q)e:(b0+

Dosadenim ¢iselnych hodnot dostdvame ®. = 44 %.

Daniela Dupkalovd
daniela@fykos.cz

Uloha 29 ... jama a kyvadlo 6 bodu

Ve vélcové jamé Siroké 30 cm médme na 50 cm dlouhém nehmotném provazku zavéSenu malou
kulicku. Bod zavésu lezi na ose soumérnosti jamy. Kulicce udélime vodorovnou rychlost v ta-
kovou, zZe se dokonale pruzné dvakrat odrazi od svislych stén a vrati zpét do ptivodniho bodu.
Béhem tohoto déje zddnym bodem prostoru neprojde dvakrat a na konci bude mit stejny vektor
rychlosti jako na zacatku. Urcete velikost rychlosti v.

Jarda ndhodou ddval pozor na hodiné literatury.

Po udéleni vodorovné rychlosti se kulicka za¢ne pohybovat po kruznici tak, jak ji to dovoluje
zaves, na kterém je upevnéna. Po dokonale pruzném odrazu od stény se zachova svisla slozka
rychlosti. Vodorovna slozka zméni znaménko, ale ne smér, kulicka se tak bude pohybovat zpét
smérem k ose symetrie valcové jamy. Poté nastane druhy odraz a kulicka se znovu vraci zpét.
Protoze pozadujeme, aby zaddnym bodem béhem tohoto déje neprosla dvakrat, tak po prvnim
odrazu se bude pohybovat vzduchem po parabole, nacez po druhém zase zacne opisovat oblouk
kruznice.

Pii odrazech plat{ zékon dopadu a odrazu, takze thly trajektorii (kruznice a paraboly) vici
svislé ose jsou stejné.
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Uhel dopadu o vypoditdme z geomerie tlohy jako
sina = o,

kde d je sitka jamy a [ délka kyvadla.
Oznac¢me rychlost kulicky po odrazu jako v,. Pak se bude pohybovat po parabole o rovnici

g o’
=ztgo — 2 —"——
y & 2v2cos2a’

kde y je svisld souradnice, z vodorovna smérem od stény a g tihové zrychleni. Dopad nastava
proy =0 a z = d, z rovnice tedy vyjadiime v, jako

Vo = 94
°7 V 2sinacosa

V02 4+ 2g1 (1 — cos @) = \/gd + 29l (1 — cos )

vy

v 2sin acos «
2
B Ty (g) =24ms"'.
d\2
V1-(3)
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 30 ... magnetorezistor 5 bodu

Sestavime si obvod z odporu R = 57m{2 ve tvaru dlouhého primého vodice. Paralelné k vodici
pripojime magnetorezistor, tedy soucastku, kterd méni sviij odpor v zavislosti na vnéjsim mag-
netickém poli. Vzdéalenost magnetorezistoru od vodice je d = 3,5cm a jeho odpor pri nulovém
magnetickém poli je ro = 85€). Na dlouhy primy vodic¢ paralelné pripojime zdroj o napéti

U = 12V, magnetorezistorem po ustaleni potece proud I = 140 mA. Predpoklddejte, ze se jeho
odpor méni v zavislosti na magnetické indukci B na daném rozsahu linearné. Urcete koeficient
imeérnosti. Jarda se ztratil ve fyzikdlnim skladu.

Odpor magnetorezistoru se méni jako r = ro + aB, kde

T —To

B

chceme urcit. Pole B zavisi na proudu vodicem R dle vztahu

o=

_ polr  poU
" 2nd ~ 2mdR’

kde o je permeabilita (vakua) a Ir je proud v odporu.
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Odpor 79 zndme ze zaddni a odpor r je roven U/I. Dosazenim do pfedchoziho vztahu
dostaneme

27‘[ 1 To . —1
= —dR (f — —) =590Q-T"".
@ Mo .I U
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 31 ... kolo proti sméru 5 bodt

Jakou cast z celkové doby jizdy ma slozka rychlosti daného bodu z nejzazsiho okraje Zelezni¢niho
kola (okolku), kterd je rovnobéznd se zemi, opacny smér, nez jakym jede vlak? Uvazujte, ze kolo
presahuje kolej o 35 mm a jeho priimer i s okolkem je 1400 mm. Karel premyslel nad vlaky.

Cést doby, po kterou se okolek pohybuje proti sméru jizdy, bude zaviset jen na praméru kola
d = 1400 mm a pfesahu okolku ! = 35mm. Bod na nejzazsim okraji kola kond rovnomérny
ptrimocary pohyb ve sméru jizdy a rovnomérny pohyb po kruznici se stfedem v ose kola, s nimz
svird vuci vodorovné ose thel a. Abychom mohli vyjadrit oba pohyby pomoci zadanych hodnot,
zavedeme w, coz je thlova rychlost, kterou se kolo otaci a je konstantni. Vyjadrime z ni rychlost
primocarého pohybu ve sméru jizdy vy

v *m(ﬁ—o
1= 2 .

Rychlost bodu na okraji kola pfi pohybu po kruznici v2 bude
d

Vo = W—.

2
Vektor rychlosti v2 je vzdy kolmy na vektor polohy bodu na okraji kola. Rozlozime jej na dva
vektory, z nichz jeden bude rovnobézny s vektorem rychlosti vi, to je ten, ktery néas zajima,
pokud ma opacny smér nez v;. Oznacime ho vz. Pokud je jeho velikost vétsi nez velikost vektoru
v1, znamena to, ze krajni bod na kole se pohybuje proti sméru jizdy, protoze jeho vodorovny
pohyb je souctem vektort v; a v3. Pomoci goniometrickych funkci vyjadiime vz z va.

2 2
Ted polozime v roven vz a zjistime, pro jaké thly « rovnost plati.
wésina =w (é —l)
2 - T\2

d_
: 2
sina =

(5-0) =55 -0) —o3
V3 = V2 COS 5—0{ = WZ-COS| - —« :UJESIDQ.

d

2
Vyjde ndm a1 = 1,253 rad a a2 = 1,888 rad. V intervalu mezi témito thly je rychlost vs vétsi
nez rychlost v2 a bod na kraji kola se pohybuje proti sméru. Zbyva zjistit, jak velka je to c¢ast

z celkové doby.
Q2

—m
—— =0,10.
2n ’

7Z vysledku vidime, ze bod na kraji kola se v protisméru pohybuje desetinu casu.

Josef Kndpek
josef .knapek@fykos.cz
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Uloha 32 ... moc vysoka frekvence 6 bodu

Ke zdroji stridavého napéti méjme do série pripojeny rezistor o odporu R = 11k} a konden-
zator s kapacitou C' = 2uF. Pro jakou hodnotu frekvence v obvodu klesne amplituda napéti
na kondenzatoru na desetinu maximalni dosazitelné hodnoty?

Jarda nemd rdd rychlé zmény.

Impedance rezistoru se jednoduse rovna R, zatimco u kondenzatoru se urci jako 5—5), kde
je imaginarni jednotka a w = 2rf uhlova frekvence zdroje. Ulohu vyfesime v komplexnich
cislech.

Celkova impedance pii zapojeni v sérii ma tvar Z = R — & Komplexni proud v obvodu
tak bude % Na rezistoru ubyde napéti RI a na kondenzatoru zbyva

—1

R —
= — RI = 1—-—=|= Cu. = .
Ve=U-R U( Z) Y- L ~YRou—i

Zajiméa nas amplituda napéti na kondenzatoru, kterd je urcena absolutni hodnotou Uc podle

vztahu
U

(RCw)> +1

Maximélni napéti na kondenzdtoru zfejmé nastdvd pii nulové frekvenci (stejnosmérném
proudu), coz je Umax = U. Z podminky ze zadén{ dostdvdme rovnici

|Uc| 1 V99

[Uc| =

=— = =——— =T2Hz.
U] ~ 10 I'=%Re z
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 33 ... pozor, pada okno 7 bodt

Obdélnikové okno je na své horni strané pootevieno a jeho rovina tak
svird se svislym smérem thel 10°. Kvili silnému vétru se ovsem uvolni
pojistka, ktera ho drzela, a okno se zacne otacet kolem spodni vodo-
rovné osy, nez narazi do zdi pod nim. Jakou tihlovou rychlosti narazi?
Samotné sklo mé plosnou hustotu p = 15kg-m~2, rozméry a = 130 cm
nab = 60 cm a je vsazené do rdmu o hmotnosti m, = 4kg (jeho rozméry
neuvazujte). Celé okno povazujte za rovinné a po ¢dstech homogenni.

BohuZel. Jarda musi hledat sklendre, ale tak aspon md dlohu do FOLu.

Ulohu vyfesime pomoci zakona zachovani energie. Potencidlni energie se pfeméni na rotacni
kolem spodni osy podle vztahu

MgAh = %sz,

konci déje, J moment setrva¢nosti vuci ose otaceni a w thlova rychlost okna pri narazu.
Rozdil poloh ur¢ime jako

1+ cosa)

_
Ah = b,
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kde b= 60 cm je vyska okna a« poéé.teéni ﬁhel otevieni. Dvojka ve jmenovateli je kvuli tomu,
Celkova hmotnost okna je jednoduse M = m, + ms = m, + abp.
Celkovy moment setrvacnosti je ddn souc¢tem momentu setrvacnosti skla a ramu. Podivame-
li se na sklo z boku, uvidime ho jako otécejici se tisecku. Moment setrvacnosti otacejici se tyce
kolem jednoho z koncu je ml2/ 3, kde m je hmotnost tyce a [l jeji délka. V nasem ptipadé nehraje
roli, jestli se otaci ty¢ nebo obdélnik (z boku vypadaji stejné). Proto bude moment setrva¢nosti
skla J, = abpb2 /3
vypadaji pti pohledu z boku znovu Jako tyCe a posledni ¢tvrta (puvodne nahore) vypada jako
bod. Pti vypoctu momentt setrvacnosti jednotlivych kouskt zavedeme délkovou hustotu ramu
jako A = m;/(2a + 2b). Pak je moment setrvacnosti pivodné horni ¢dsti rdmu roven Menb? =
= Aab® a pro boénf ¢sti rAmu dohromady 2m,,b%/3 = 2Ab%/3. Celkovy moment setrvaénosti
ramu tak je
s a+ 2b
St

Nyni uz médme vse potiebné, abychom zapsali findlni vysledek jako

2M Ah r bp) g (1 5 _
=\ g (m +i?af2b s +C§sa) = 95rads™!
bsaisg +apb

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Ji=A (ab2 + %b‘"’) = b

Uloha 34 ... bloky na sob& na rovind 5 bodu

Dva bloky o hmotnostech 600g a 700g jsou poloZeny na sobé na naklonéné roviné, ktera je
od vodorovného sméru odchylena o 30°. Tézs{ z nich je dole a rozhrani mezi nimi je dokonale
hladké. Mezi spodnim blokem a rovinou je soucinitel statického treni 0,3, zatimco soucinitel
dynamického treni je 0,2. Jak velky tihel s naklonénou rovinou svira sila, kterou ptisobi rovina
na blok? Markovi pripadal blok na naklonéné roviné osamely.

Oznaéme hmotnost hornfho bloku mi a dolntho mo. Uhel naklonéné roviny oznacme c«. Silu,
kterou ptisobi naklonéna rovina na blok, mizeme rozlozit do sméru kolmého a rovnobézného
s rovinou. Kolmou slozku ozna¢me F, a rovnobéznou F;. F; je realizovana tfenim a je proto
amérna Fy,.

Pokud sila odpovidajici statickému tfeni ,,udrzi“ dolni blok, bude platit Fy = 0,3F},, pokud
ne, bude platit Fy = 0,2F,.

Protoze horni blok nemitze propadnout dolnim a dolni zase rovinou, plati

Fy = (m1 4+ ma)gcosa.
Silu, kterd pusobi na dolni blok proti sile Fi, oznac¢me Fj. Plati

Fi1 = magsina.
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Podminka toho, ze statické tfeni ,udrzi* dolni blok, odpovida nerovnosti

0,3F, > Fy,
0,3 > ﬁtga,
mi + me

0,3>031...,

coz neplati, dolni blok se tedy bude hybat.
Hledany tdhel ozna¢me §. Pro néj bude platit
IaS N 1

8= T = 0o 02

a tedy nakonec

1 . o
= t = .
B = arctg 02 78,7

Marek Milicka
marek.milicka@fykos.cz

Uloha 35 ... dlouhé vedeni 8 bodil

Meéjme drat s konstantnim elektrickym odporem ro = 12 na jed-
notku délky . Z néj sestavime odporovou sit podle schéma-
tu na obrazku. Zacneme z velkého rovnostranného trojiithelniku
o strané délky . Body na jeho strandch ve vzddlenosti I/a (kde
a > 2) od nejblizsiho vrcholu spojime dratem, ¢imz v kazdém
rohu vytvorime a-krat mensi trojithelnik. Stejny postup zopaku-
Jjeme u mensich trojithelnikt a tak dédle az do nekonecna (v kaz-
dém kroku vzniknou a-krat mensi trojihelniky nez v predcho-
zim). K uzlim A a B pripojime svorky zdroje. Jaky bude odpor
této site, je-li « = 47 l
Radka nemohla najit konec prodluzovacky.

Pomoci prevoditi mezi zapojenimi do trojihelniku a do hvézdy je mozné kazdy trojihelnik s
mensimi trojihelniky v rozich prevést na jednoduché zapojeni do trojuhelniku.

Konkrétné, ozna¢ime-li odpory jako na obrézku (tedy 7, je odpor strany malého trojihelniku a
rp odpor strany velkého trojuhelniku po odecten{ dvojndsobku odporu strany malého), z{skdme
vztah

r=—=Tq+7"p.

3

Budeme-li konstruovat sit tak, ze do rohu vétsich trojihelnikia budeme priddvat postupné men-
1, bude nésledné ekvivalentni odpor mezi dvéma vrcholy velkého trojihelniku v i-tém kroku
konstrukce splnovat vztah

5 2
Tig1 = 5-Ti + (1 - *) ro .-
3o ol

kde koeficient 1/« v prvnim ¢lenu zohlediiuje postupné zmenSovan{ nové vzniklych mensich
trojihelnika v rozich vétsich. V limité nekone¢né mnoha krokd mutzeme polozit r; = riy1 = 4,
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/ r\%*%/\

Obr. 1: Pfechod mezi zapojenimi.

kde 7 je odpor strany rovnostranného trojihelnika, kterym je mozné celou sit nahradit. Z vyse
sestavené rovnice vychazi
2
3(1-2)
35

@

Ty = To

aproa=4
6
7”;:7(2.

Celkovy odpor sité mezi uzly poté bude

2 201-2 4
R:§rt:7( Q)T’O:*Q.

Alternativni reseni

Nepouzijeme prevod mezi trojihelnikem a hvézdou ani limitu, ale superpozici obvodi. Necht
spodnim dratem s odporem r; = ro (1 — %) teCe proud I; a dvéma sikmymi draty s odporem
r1 proud I». Predstavme si cely obvod jako superpozici obvodu bez spodného dratu a obvodu
bez sikmych drata - napéti v kazdém vrcholu je souc¢tem napéti v obou obvodech. Pro celkové
napéti mezi vrcholy A a B sestavime rovnice

I
V:2<§1+12) +2Im+12§,

I
rea(ie )

V= +5L)R.

+ Iiry,

Clmelx
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Odectenim prvnich dvou rovnic mame (212 — I1)= = (I1 — 2I2)r1. Pro kladné odpory pak

musi platit [y = 21> = 2v.

3R>
2 2(1—2
R:3_§T1: (3_;)7"0.

Uloha 36 ... koule pro Jichyma

Postupnymi kroky vytvorime specialni kouli pro Jachyma. Zacne-
me s tim, ze mame homogenni plnou kouli o poloméru R a hustoté
materidlu p. Vybereme si jednu hlavni osu prochazejici stfedem
koule. Z velké koule vyjmeme dvé koule, které maji poloméry R/2
a jejich stiedy lezi na hlavni ose a jsou ve vzdalenostech R/2 od
stredu, tak, ze vzniklé diry spolu tésné sousedi. Pak dovnitr prida-
me 4 koule o poloméru R/4. Jejich stiedy lezi na hlavni ose a koule
umistime vedle sebe. Stejnym zpiisobem pokracujeme dale. Tedy
do téchto mensich kouli udélame opét po dvou kulovych dirdch.
Do téch pak dame opét polovicni koule. Takto pokracujeme az do
nekonecna. Jaky je pomér celkové hmotnosti koule pro Jachyma
oproti hmotnosti plné koule o poloméru R a stejné hustoté p?

zpétnym dosazenim a délenim kladnym V dostaneme stejny vysledek

Radka KrizZovd

radka.krizova@fykos.cz

6 bodi

Karel chtel, aby i Jachym dostal svou specidlni kouli.

Uvédomme si, ze v kazdém kroku pfiddme/ubereme dvojndsobny pocet kouli oproti predcho-
zimu kroku. Tyto koule maji vSechny poloviéni polomér, jejich celkovy objem (a tedy, i diky
konstantn{ hustoté, hmotnost) bude tedy 2 - (1/2)® objemu kouli piidanych/ubranych v pied-
chozim kroku. Oznacime-li M hmotnost koule, se kterou zac¢indme, dostaneme hmotnost koule

pro Jachyma jako soucet nekonecné rady

M M M - -
Y G e TN N Vi (e
" 1716 et ; (4
coz umime secist pomoci
i=0 1=q
jako
4
=-M.
"5

Protoze chceme vysledek na tti platné cislice, je odpovédi 0,800.
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Uloha 37 ... polarizace kam a7 jde 6 bodu

Karel se rozhodl dét 5 linedrnich polarizétort za sebe. Uhel mezi rovinami prvniho a druhého
zvolil «, dalsi a — n/2, pak zase « a tak déle. Jakd je nejvétsi intenzita svétla, kterou muze
Karel takto ziskat, jestlize sviti na prvni polarizator nepolarizovanym svétlem o intenzité Io?
Vyjadiete jako pomér Imax/Io. Petr se zamyslel nad skldddnim polarizacnich filtri.

Piedpokldddme, ze 0 < a < /2, protoze zkoumdme pouze tihel mezi rovinami. Také si uvé-
domme, Ze nemohou nastat ani rovnosti, protoze polariza¢ni filtry, které jsou na sebe kolmé,
odstini 100 % zdfeni.

Pii dopadu na prvni polarizator se svétlo linedrné polarizuje, proto pozorujeme tubytek 1/2
intenzity. Déale, dopadne-li polarizované svétlo na polarizacni filtr pootoceny o thel o, mizeme
intenzitu I’ proslého zdfen{ urdit jako

I' = Icos®(a) .

Prvni polarizator svétlo jenom polarizuje, coz jsme uz popsali vyse, zkoumejme nyni tubytky
pouze na zbylych étyfech polarizatorech. Tam muzeme uzitim identity cos(a — n/2) = — sin(«)
pro celkovou namérenou intenzitu I psat

I= 1—20 cos®(a) cos® (a — g) cos?(a) cos® (a — g) = %6054(04) sin®(a) .

Zbyva ndm tedy najit maximum tohoto vyrazu. Zderivovanim a polozenim rovno nule dostane-
me
cos®(a) sin® () (cosg(a) — sing(a)) =0,

coz je pro 0 < a < n/2 ekvivalentni s
cos(2a) =0,

odkud « = /4. Ted uz zbyvé jenom dosadit a z{skdme

Tmex _ 1 _ 0,03125.

Iy 32
Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz
Uloha 38 ... na prochézce se psem 7 bodu

Jarda je na prochazce se svym psem. Jdou po dlouhé rovné ulici. Jardova vzddlenost od ploti
zahrad je 5,0m a jeho pes je uvdzan na voditku délky 4,0 m. Jiz zdalky vi o svém kamaradovi
Zerykovi, ktery spokojené lezi v boudé u plotu jedné ze zahrad, a t&3i se na spoleéné stékaci
setkani. Proto na voditku vzdy sméfuje tak, aby byl Zerykovi co nejblize. Jakou nejvyssi rych-
losti se Jardiiv pes bude pohybovat? Jarda jde konstantni rychlosti v = 1,0m-s~!.

Jarda vymysli ulohy © na prochdzce se svymi psy.

Zavedme kartézsky soufadnicovy systém se stiedem v bodé, kde se nachézi Jarda, kdyz je Ze-
rykovi nejblize, tedy ve vzdéalenosti 5m kolmo na plot. Necht ¢ = 0 je pravé v okamziku, kdy
Jarda prochézi timto mistem. Jardav pes je tak od Zeryka pravé 1m.
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V case t je pak Jardova poloha x = vt. Uréime polohu Jardova psa. Ten je vZdy na spojnici
mezi Jardou a bodem x = 0,y = D = 5m, kde je Zeryk. Vypoéitdme tihel, ktery svird tato
spojnice s osou x. Plati

. D vt
Sinp = ————, Cosp = ———.
® /D? + 242 ® /D? 1 242
Pak je poloha Jardova psa
vt D

_— =
/D? + 02¢2 Yp /D? + v2¢2

Derivaci podle ¢asu dostaneme slozky jeho rychlosti

Tp =vt—7T

. r vt . rDv?t
Tp=wv|l- + 3| W= "F—————3-
VD222 \/D? § 22 VD? + 0212
Po umocnéni a secteni obou slozek dostavame
2 v’ 2 2,212 2 2 2
v, =———— (D" +v°t") +7r°D" —2rD D2—|—v2t2>.
P (D2 + U2t2)2 (( )
Vyraz zderivujeme a polozime roven nule. ReSenim této rovnice je bud t = 0, nebo vede
na jednoduchou podminku

3/ D2 + v2t2 = 2r,

kterou ale nedokazeme splnit pro zadné redlné t. V case t = 0 je rychlost psa zfejmé minimalni,
zatimco jiny extrém jeho rychlosti nenastava. Maximalni rychlost tak bude mit pes v Casech
t = +0c0, a to 1,0m-s~ .
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 39 ... fadovy odhad st¥edni vysky vzduchu 6 bodu

Mgéjme duty vélec s obsahem podstavy S = 327 cm?, ktery je zespodu uzavieny a nahoru neo-
mezené vysoky. Cely valec je umistény v homogennim poli s tithovym zrychlenim g. Naplnime jej
dvojatomovymi molekulami dusiku o teploté Ty = 25 °C tak, Ze vespod bude tlak po = 101 kPa.
Jaka bude stredni vyska téchto molekul nad spodni podstavou valce? Predpokladejme, ze se
dusik chova jako idealni plyn. Lego zanedbal, co se jen dalo.

Klasické rieSenie
Samozrejme, budeme pouzivat stavovi rovnicu idedlneho plynu pV = NkT'. Z nej hned vidime,
ze v malej vrstve vzduchu vysky dh, nachddzajicej sa vo vyske h, v ktorej je tlak p = p(h), sa
bude nachéidzat

dAN(h) = pg;)S dh
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molekul. Ked zistime, ako presne sa vyvija tlak (a teda aj dlzkové hustota* Castic) s vyskou,
budeme moct zistit ich priemerni vysku ako

Jo hdN(h) [ hp(h)dh
[dAN(R) [ p(h)dh

(h) =

Méme zadany tlak dole, potrebujeme teda ndjst nejaky (zrejme diferencidlny) vztah pre pokles
tlaku v smere nahor. Ked si vezmeme niektori vrstvu molekil a jej celkovi tiaz vydelime
plochou S, dostaneme tlak, akym tlac¢i na plyn pod sebou. O tiato hodnotu bude tlak pod touto
vrstvou vacsi, nez ten nad nou.

Podme prejst od slov k rovniciam. Oznac¢me si hmotnost jednej molekuly m. Potom popi-
sovany rozdiel tlakov bude
mg

m,
dp=—"2 AN(h) = “wT?

5 (h)dh.

To je diferencidlna rovnica, ktord moézeme riesit jednoducho pomocou separacie premennych.
Treba si vSak dat pozor na spravne znamienko — tlak bude s rasticou vyskou klesat! Riesime
teda rovnicu

mg
dp=—-—-—7=dh
P kTy ’

p(h) h
/ Lap= / -9 dn,
PO p 0 kTo
m( W) _ _mah
Po kTo

p(h) = poexp (—

mgh)
KTy /-

Dostavame, ze tlak bude s vyskou klesat exponencidlne. Dosadime ziskany vztah do vzorca pre
priemernt vysku, ktory sme si uviedli vyssie

o phen (5B b (53)° kmy =9020m.

T e (CE) A mg

(h)

Stredna vyska molekidl nad spodnou podstavou valca je teda 9015 m. Moézeme si vSimnut, ze
vobec nezavisi na po. To dava zmysel, kedze jedna zo zdkladnych vlastnosti idedlneho plynu je, ze
molekuly sa navzdjom neovplyviiuji. Cize bez ohladu na to, kolko ich tam priddme, priemernt
vysku nezmenime... AZ by sa niekto mohol spytat, ¢i sa to celé nedalo spocitat jednoduchsie.
Odpoved je, ze dalo.

Statistické riesenie

Asi najznamejsi vztah zo Statistickej fyziky je Boltzmanovo rozdelenie. To ndm hovori, Ze prav-
depodobnost toho, Ze nejaky stupen volnosti (napriklad vyska jednej molekuly h) bude mat
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nejakd hodnotu, je imernd exp(—FE/kT), kde E je energia prislichajica tejto hodnote. V tom-
to pripade je to potencidlna energia molekuly, ¢ize E(h) = mgh. Potom priemernd vysku jednej
molekuly ziskame okamzite ako

_ Jy hexp (—74t) dn
fooo exp (—7;79,:) dh

Vidime, ze dostdvame rovnaké integrdly ako na konci klasického riesenia. Menovatel (nazyvany
aj stavova suma Z) je tam opéat kvoli normovaniu.

Nakoniec dodame, ze vysledok v rddoch vyssich tisicov metrov celkom déva zmysel, ak si
uvedomime, ze na Mount Everest sa uz zvykne lozif s kyslikovymi pristrojmi, ale je mozné ho
vyliezt aj bez nich. Takze charakteristicka vyska vzduchu by sa rddovo mohla pohybovat okolo
8000 m.

(h)

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha 40 ... moderni uméni 7 bodt

Mame 2 kvadry, jeden s hmotnosti M = 9,50kg a druhy s hmotnosti m. Ten druhy zvedneme
a pritlacime ho ke sténé prvnim, ktery stoji na zemi. Jakéa je nejvétsi mozna hmotnost m,
aby druhy kvadr nespadl, kdyz mezi kvadry, kvadrem a sténou i kvadrem a zemi je koeficient
smykového treni f = 0,2887 Predpokladejme, Ze kvadr stojici na zemi je dost dlouhy, aby se
neprevratil dozadu. Lego fakt nevédél, jak pojmenovat tuto ulohu.

Kvéader s hmotnostou m tlac¢ia nahor iba sily trenia, a to medzi kviddrom a stenou a medzi
dvoma kvadrami navzdjom. Trecia sila sa dd spocitat ako koeficient trenia f (ktory je pre
vsetky dvojice povrchov v tejto tilohe rovnaky) nasobeny normélovou silou, ktord tlaéi tieto
2 povrchy k sebe. Kedze kvadre sa zjavne nepohybuji vo vodorovnom smere, musia byt sily
v tomto smere vyvazené. Teda normalova sila na jednej strane zdvihnutého kvadra musi byt
rovnaké ako na druhej. Ak si ozna¢ime tuto silu Fi, tak trecia sila na kazdej strane bude Fi; =
= fF1. Sacet trecich sil musi vykompenzovat tiaz kvadra, ¢ize mg = 2F;. Odtial mézeme
vyjadrit silu, ktorou na seba kvadre tladia, ako F1 = mg/(2f).

Z Newtonovho 3. zékona vyplyva, ze kvidder M je odtlacany silou Fy. Aby zostal stat,
musi nan poésobit rovnako velkd sila opa¢nym smerom. Jedind dalSia sila, ktord nan posobi
vo vodorovnom smere, je trecia sila od zeme. Jej velkosf preto musi byt rovnd F; a opat si
ju mdézeme vyjadrit ako f ndsobené normaélovou silou. Tu ale prichddza najzékernejSia cast
tlohy — normalova sila nebude iba Mg, ale navyse znova zatraduje 3. Newtonov zédkon. Trecia
sila medzi kvaddrami p6sobi ako na kvader drzany vo vzduchu, tak aj na kvider hmotnosti M,
ktory ho tam drzi (a to isté plati aj pre stenu).

Takze F» = Mg+ Fi1 = Mg+ mg/2, a potom trecia sila medzi zemou a kvddrom je Fiz =
= fg(M +m/2). Polozime tito treciu silu rovni F; a dostdvame rovnicu pre maximélne m, pri
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ktorom pritlaceny kvader este nespadne

Fy = Feo
mg m
9 M+ =
ar 1 g( * 2)
o fm=2fM
f
1
m = 2M — =1,72kg,
-1
2
ze ktoré
m=2M—~ =1,72kg.
-
Simon Pajger
legolas@fykos.cz
Uloha 41 ... odporné bludisté 6 bodu

Vsechny odpory (véetné zZarovky) v obvodu na obrdzku maji hod-
notu R = 1,012, kondenzatory maji kapacitu C' = 1,0F a vsechny
zdroje stejnosmeérné napéti U = 1,0 V. Vypocitejte proud prochéze-
Jjici zarovkou po ustéleni.

Marek J. pri prochdzce narazil na odpor.

Symetria zadania ndm prirodzene rozdeluje obvod na hornu a dol-
ni cast. Dolnd Cast sa skladd zo zdroja napétia a kondenzéatorov.
Vieme, ze kondenzitormi jednosmerny prud tiect nebude. Preto po J’@‘(_‘
prvotnom nabijani kondenzatorov a preskupovani ndboja tak, aby —1 R M
kompenzoval napétie, sa situdcia ustdli (nulovy prad), a dolnt ¢ast Ci== =G
obvodu mézeme v nasej analyze tlohy ignorovat. |y |
Horn4 ¢ast je vSak skuto¢ne bludiskom odporov a bateriek (teda U !
zdrojov). Po chvilke bliidenia vSak mozeme vidiet, Ze pre elektricky
prud existuje cesta najmensieho odporu! A to doslova. Ide o c¢ast
obvodu, na ktorej sa nachddzaji iba baterky (a ,prazdne“ Casti s vodi¢om). Baterky maju
rozne orientovanu polaritu, ale kedze hodnota ich napatia je vzdy rovnaka a nemennd, celkové
napétie na danej casti obvodu je nakoniec jednoduchym stctom kladnych a zapornych napéti.
Pohladom na zadanie dostdvame celkovii hodnotu napéatia U. = 3V. Slucka s najmensim
odporom v obvode je jednoznacna a dotvarand paralelne zapojenou ziarovkou. Z Kirchhoffovho
druhého zdkona tak pozname napétie na ziarovke, ktoré je rovné spominanym trom voltom.
Nakoniec pouzitim Ohmovho zdkona spoc¢itame prad ziarovkou ako

Uc
I=—= A.
7 3,0

Marek Jankola
marekj@fykos.cz
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Uloha 42 ... rozliSeni displeje 8 bodi

Jarda si vsiml difrakce na svém mobilnim telefonu. Pokusil
se proto vypocitat velikost jednotlivych pixeli, které pova-
zoval za ¢tvercové. Mobil polozil 1,05 m pod svétlo o velikos-
ti 1,5cm a odraz na displeji vyfotil fotdkem, jehoZ objektiv
byl nad nim ve vysce 40 cm. Na fotografii byla sirka disple-
je 9,2j, primeér svétla 0,5 a vzdalenost zlutych maxim 0,5 j,
kde 1j je méritko na fotce. Displej Jardova mobilu ma roz-
meéry 13cm a 7,5 cm. Kolik se na ném nachazi pixeli?
Jarda zadal experimentdlku do FOLu.

Nejprve si uvédomme, ze displej mobilu bude fungovat jako
difrakéni mrizka, zaroven ale také jako zrcadlo, které zdroj zobrazi ,za displej*. Z rovnice mtizky

dsina = kX

dopo¢itdme miizkovou konstantu (tedy velikost pixelu) d. Protoze pracujeme v malych tihlech,
pouzijeme aproximaci a = sina &~ tga a budeme mérit thel Aa mezi dvéma sousednimi
maximy. Pak dostaneme

1= Ra

kde A = 580 nm je vinova délka zluté barvy.

Jedingm problémem tak zustdva urceni Aa z geometrie aparatury a fotografie. K tomu
pouzijeme zadané délky dulezitych objekt na fotografii a zndmou sitku mobilu. Mobil tvori
zrcadlo, takze si muzeme predstavit, zZe zdroj svétla mame za nim a displej funguje jen jako
difrakéni mrizka. Uvazujme, Ze ze svétla jdou rovnobézné paprsky zezadu na displej, kde se
kvuli difrakci a interferenci odchyli. Proto nés zajima jen to, co se déje pred displejem.

Objektiv fotoaparatu povazujme za optickou soustavu, ktera zobrazi ptrichazejici paprsky na
¢ip. Pro jednoduchost nahradime objektiv v ndkresu ¢ockou s ohniskovou vzdélenosti f. Cip je
v takové roviné za ohniskem, aby byl obraz zaostieny. Je zndmym faktem, Zze poloha obrazu za
optickou soustavou (tedy poloha na fotografii) je imérnd hlu, pod kterym paprsky do soustavy
vstupuji (alespon v aproximaci geometrické optiky). Protoze nemusime mit stfed mobilu presné
na optické ose, budeme pouzivat jen rozdily hlu a rozdily vzdalenosti na fotografii. Ze znalosti
realné sitky mobilu a jeji velikosti na fotografii najdeme konstantu imérnosti, kterou vyuzijeme
pro vypocet Aa.

Rozdil uhlu, ktery sviraji paprsky jdouci z obou hran mobilu, je

5_5_7,5cm
" h 40cm’

kde s je sitka mobilu a h je vyska objektivu nad displejem. Tomuto thlu je imérna sitka displeje
na fotce sf = 9,2].

Nyni uvazujme paprsky ze dvou sousednich zlutych maxim. Rozdil jejich thlua (vici napf. op-
tické ose) je pravé Aa. Tomuto rozdilu Ghlu je zase Gmérnd vzdélenost na fotce s; = 0,5j. Proto
muzeme dat do poméru thly 8 a Aa s pozicemi na fotografii a mame
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Jiz diive jsme si z redlnych rozméru objektu vyjadrili 8. Nyni tedy mame pripravené vSechno
pro to, abychom dopocitali d jako
St _ )\th
s S8
kde A = 580 nm je vlnova délka zlutého svétla.
Pocet téchto jednotek na celém displeji je tak ddn pomérem plochy celého displeje, kterd
je sv, kde v = 13 cm, a plochy jednoho pixelu d2. Ciselné vychézi

d= A\ = 57um,

SV 6
N =% =30-10°.

V zadani jsme oproti experimentu upravili rozmeéry displeje z 12,8cm a 6,4cm. S témito
hodnotami bychom dostali vysledek 1,9 - 105. Udavané rozliSeni mobilu je 2160 na 1080, ¢ili je
na ném 2,3 - 10° pixeli. Rozdil mezi témito hodnotami plyne z chyby zméfeni v§sky h nebo
z aproximace priuchodu paprskt objektivem.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 43 ... dratova 7 bodi

Dva sousedni stozary elektrické prenosové soustavy jsou v rovinné krajiné vzdaleny s = 400 m.
Jeden z drati mezi nimi je na obou svych koncich upevnén ve vysce H = 20 m nad zemi. V zimé
pri teploté vzduchu t, = —10°C je v dusledku privésu nejnizsi bod drdtu ve vysce h, = 19m.
Jak vysoko nad zemi bude tento bod v 1été, kdy je teplota t; = 20°C? Soucinitel teplotni
roztaznosti oceli, ze které je vodi¢ vyroben, je o = 13- 10" K~!. Prodlouzeni vlivem vlastni
tihy pro jednoduchost zanedbame. Matej Rz byl venku.

Je zndmym faktem, Ze tvar provéseného dratu odpovidd tzv. fetézovce, tedy kfivce popsané
jako

r(z) = acosh(%) ,

kde a je parametr urcujic{ ,miru pravésu“, vrchol fetézovky je tedy definovdn jako bod [0, a].
Dale budeme potfebovat umét urcit délku retézovky — tu nalezneme bud fesenim jednoduchého
integralu¥ nebo to také prohlasime za zndmé tvrzeni. Protoze je problém symetricky, bude délka
nasi fetézovky odpovidat

. b . b\ . b
d= asmh(%) - asmh(%) = 2asmh(%) )

kde b oznacuje vzdalenost mezi jednotlivymi konci fetézovky. Zavedeme tedy prirozeny sou-
fadny systém s osou x rovnobéznou se zemi a osou y rovnobéznou se stozary, jeho pocatek
umistime do vzdélenosti a ,,pod“ vrchol fetézovky. Toto ndm dava prirozeny zpusob, jak pra-
covat s Tetézovkou pomoci vyse popsaného.

Uréime délku fetézovky v zimé. Plati b = s a r(b/2) = a+ H — h,. Z téchto Gdaju jiz umime
urc¢it parametr a a nasledné délku d. Rovnici pro a, ale bohuzel musime fesit numericky

a+H—h, :acosh(%) —  =20000,1667m,

2[5 7/ 1+ (acosh’(z/a))? dz
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odkud potom
d=2a sinh(i) = 400,007 m .
2a

Délku d’ v 1été uréime snadno jako

4 =(1+alt—t.)d=(1+alt —t.)) 2asinh(%)

zavedeme soufadny systém s po&étkem v bodé [0, a’], uréime numericky z nové délky Fetézovky
parametr a’ a nakonec dopoéteme vysku ki rozdilem H — (r'(b/2) —a’), kde 7' (x) popisuje tvar
retézovky v 1été. Plati

I S o _ . 5
2a smh(ﬂ) =1+ a(ti —tz)) 2asmh<2a> ,

coz musime sice znovu resit numericky, ale pomérné primocare dostaneme
;.
a =4049,097m .

Nakonec muzeme psat
h=H —a/cosh(i) +d = 15,1m.
2a’
Mezivysledky jsme v nasem feSeni zaokrouhlovali, zatimco do kone¢ného vztahu jsme dosadili
hodnoty s presnosti na vice platnych cifer.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha 44 ... elektromagnet 8 bodu

Vezméme si dlouhou tenkou ty¢ z materidlu s vysokou relativni permeabilitou pu, = 7 000.
Okolo tyce omotame drat, takze ziskdme solenoid s N = 1 000 zavity. Nyni solenoid ohneme
do kruhu tak, ze protéjsi konce tyce se témér dotykaji, ale nechame mezi nimi tizkou mezeru
o tloustce s = 1,00mm. Tato vzdalenost je mald oproti poloméru kruhu r = 20,0cm i vici
poloméru tyce. Jestlize drdtem tece proud I = 500mA, urcete velikost magnetické indukce
v mezere. Jindra ukradl dlohu ze skript.

Z Maxwellovych rovnic je mozné dokazat spojitost kolmé slozky magnetické indukce B a rov-
nobézné slozky intenzity magnetického pole H na rozhrani dvou materiala (dikaz viz nize).

Magnetickéd indukce je v misté mezery kolma na povrch tyce, takze v mezefe bude magne-
ticka indukce B stejna jako vsude jinde v solenoidu. Magneticka intenzita v jadru civky je Hin
a magnetickd intenzita v mezefe je Hy,. Vime, zZe plati p,poHin = poHm = B.
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Polomér tyce je zanedbatelny oproti poloméru kruhu r. Kfivkovy integral podél jadra civky
bézici po kruznici s polomérem r da

NI—]{H dl,
NI =

= Hin(2nr — s) + Hms,

B
(2nr —s) + —s,
Mo L0 Ho

— HepoNT s 8 053T .
2rr + (ur — 1)s

NI =

Vidime, ze magnetické pole v mezere je v této aproximaci urc¢eno sitkou mezery a je vyrazné
zesileno oproti situaci, kdy bychom pouzili civku bez jadra (pro civku bez jadra pouzijeme stejny
vztah, kam dosadime p, =1 a s = 0mm, a dostaneme B’ = 5,00 107* T <« B = 0,533 T).

Diikaz spojitosti kolmé slozky B a tecné slozky H na rozhrani

K dikazu pouzijeme dvé z Maxwellovych rovnic pro magnetické pole

]{B-dS:O, j{H-dI:IJr 88]'? ds.

Prvni rovnice rikd, ze neexistuji zadné magnetické monopély. Druhé rovnice dava do souvislosti
kiivkovy integral intenzity magnetického pole s proudem protékajicim onou uzavienou ktivkou
a Casovou zménou toku elektrické indukce D.

Vezmeéme si dva dotykajici se riazné materialy s relativnimi magnetickymi permeabilitami ziq
a 2. Priblizme si pohled na maly tsek jejich kontaktni plochy, takze miizeme zanedbat zaktiveni
rozhrani a povazovat kontakt za rovinu.

Okolo rovinného rozhrani vytvorime Gaussovu plochu — kvadr, jehoz jedna zakladna lezi
v materidlu 1 a druhd zdkladna lezi v materidlu 2. Zakladny s plochou A jsou rovnobézné
s rozhranim materidla. Kvadr mé zanedbatelnou vysku h (viz obrézek vlevo). Z rovnice pro
neexistenci magnetickych monopéli odvodime, ze kolma slozka vektoru magnetické indukce je
na rozhrani libovolnych dvou materidli spojité

OZ%B'dSQABl'nl—‘(‘ABQ'nQ:_ABIVJ_+A32yJ_7
By, =By, .

P1i odvozeni jsme zanedbali tok magnetické indukce bo¢nimi sténami kvadru, pracovali jsme
v limité h — 0. Takto jsme dokézali skutecnost, na které zavisi feSeni ulohy. Pro zajimavost
jesté odvodime i spojitost tecné slozky vektoru magnetické intenzity.

Abychom dokézali, ze tecnd slozka vektoru magnetické intenzity je na rozhrani spojitd,
nakreslime okolo rozhrani uzavienou krivku — obdélnik s délkou a a se zanedbatelnou vyskou h.
Strany o délce a jsou rovnobézné s rozhranim (viz obrazek vpravo). K diikazu pouzijeme rovnici

oD
%H-dl_l—&-/ o -dS
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Jestlize posleme vysku h limitné do nuly, proud I protékajici obdélnikem i tok magnetické
indukce f (0D /o) - dS pujdou taktéz do nuly. To vyplyvéd z toho, Ze jsou oba timérné plose
obdélniku, kterd jde limitné do nuly. AvSak integral f H - dl na levé stramé zistava, ten zavisi
na obvodu obdélniku, ktery zistava nenulovy

%H«dl:OQJ’Hl-a1+H2~a2:aHL”7(1H2’”,

Hy) = Hay.
Zanedbéan byl ptrispévek od svislych stran obdélniku, nebot jejich vysku h jsme poslali do nuly.

B

n;

H,
o /
7

< K
H2 k A E.

W Y oy,
N SO N

nz

B, Ho

Obr. 2: K dikazu spojitosti tecnych a norméalovych slozek.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 45 ... Zebiikova 7 bodt

vy

zebriku smérem od zemeé a x = 30 cm kolmo na néj. Jindrova hmotnost je M = 70kg. Koeficient
smykového treni mezi zZebrikem a podlahou je fi = 0,4, zatimco mezi Zebrikem a zdi je fo = 0,6.
Spocitejte maximalni tihel, ktery muze zebrik svirat se svislou sténou, aby s Jindrou nezacal
padat. Jindra maloval stény v pokojicku.

Uloha je komplikovans mnozstvim tdaji. Rozebereme si viechny piisobici sily. Na styku se
zemi pusobi na zebfik kolmo vzhiru tlakova sila Ny (velikost nezndme) a smérem ke sténé tieci
sila T} (velikost nezndme). V misté dotyku se sténou pisobi na zebfik kolmo od stény tlakova
sila Ny (velikost nezndme) a smérem vzhiiru tieci sila 7> (velikost nezndme). Na Jindru pisobi
smérem dolu tihova sila Mg, kde g je tihové zrychleni, a na zebiik pusobi smérem dolu tihovéd
sila mg.

Jestlize ma byt soustava Jindra a zebtik v rovnovaze, musi byt soucet vsech sil a soucet vSech

momentu sil nulovy
(M+m)g=N1+Tz,
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Ty = N2,

Mg(hsina — x cos ) +mg% sina = [Ty sina + [N2 cos

l
Mg(lsina — hsina +  cos @) +mg§sina+lT1 cosa =I[Nisina.

Prvni rovnice je rovnovaha sil ve svislém sméru, druhd rovnice je rovnovaha sil ve vodorovném
sméru, tfeti rovnice je rovnovaha momentu sil vzhledem k bodu dotyku zebfiku se zemi a ¢tvr-
t4 rovnice je rovnovaha momentu sil vzhledem k bodu dotyku zebiiku se sténou. V soustaveé
CtyT rovnic je pét neznamych, sily N1,T41, N2, T2 a thel a. Néas ale zajima konkrétni maximalni
hodnota dhlu a = amax, pti které zZebiik zacne sklouzavat.

Zamysleme se, co se v tu chvili stane. V kritickém okamziku zebrik zacne klouzat po zemi
i podél stény. To znamend, Ze ani jedna ze tfecich sil T1,T» nejsou schopny zabranit pohybu
zebiiku. Maximalni velikosti tfecich sil jsou Th = fiN1 a To = foNa. Tyto dvé rovnosti tedy
plati pfi nejvétsim mozném Ghlu amax. Nase ¢tyfi rovnice se zredukuji na dvé (vyuzijeme toho,
ze plati Ty = f2N2 = f1f2N1)

(M +m)g = (1L+ fif2)N1,

l
Mg(hsin max —  COS Qmax) + mgi SIN Amax = [f1 f2 N1 SIn Omax + 1 f1 N1 COS Omax.-
Z prvni rovnice vyjadfime N; a dosadime do druhé rovnice

. l . Jil(M +m)g
Mg(hsin max — T COS Qmax) + MG = SN Amax = ——————
g( ) +mg3 11 ifs

pokratime g a pfevedeme Cleny se siny a cleny s kosiny k sobé

(Mx + W) COS Umax = (Mh + m% — W) Sin max -

(f2 sin umax + COS Qmax) ,

Rovnici podélime cos amax (nebojime se délen{ nulou) a dostdvame

Mz 4 [OLEm)

1+f1f2 . o
t8 Amax = =334".
L _ Jifel(Mtm) ’
Mh+m§ - 12+f1f2
Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
Uloha 46 ... na houbach 7 bodt

Jarda sel do dubového lesa sbirat bedly. Fouka ale docela silny vitr, takze ze stromi padaji
Zaludy s frekvenci na jednotku plochy N = 1,0 - 107*m~2.s7!. Plocha, kterou Jarda bé&’né
zabird, je A = 1100cm?. Jakd je pravdépodobnost, ze ho néjaky z zaludu trefi, pokud m4
v pldnu v lese sbirat t = 35min? Jardu trefil na houbdch Zalud trikrdt po sobé!

Ze zadani muzeme primo urcit stfedni hodnotu poctu zaludd, které spadnou na Jardu za onéch
35 minut jako
A= NAt.
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Potom si staci uvédomit, ze padd zaludu je nezavisly jev a pocet nezavislych jevu za jednotku
casu je modelovan Poissonovym rozdélenim. To iiké, Zze pro ndhodnou veli¢inu X se stfedni
hodnotou poc¢tu vyskyti A je pravdépodobnost x vyskyta

ATy
=—e .

P(X =x) )

Pravdépodobnost, ze na Jardu spadne alespon jeden zalud, pak urc¢ime jako
P(X>1)=1-P(X=0)=1—¢ " =0,023.

Miuzeme tvrdit, ze tato tloha nem4 s fyzikou moc spoleéného, ale pouzity matematicky model
— sledovani nezavislych jevi — je dilezitou soucasti jaderné nebo obecné statistické fyziky.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha 47 ... koule pro Jachyma reloaded 7 bodu

Postupnymi kroky vytvorime specialni kouli pro Jachyma.
Zacneme s tim, ze mame homogenni plnou kouli o polomé-
ru R a hustoté materidlu p. Vybereme si jednu hlavni osu
prochazejici stredem koule. Dale z velké koule vyjmeme dvé
koule, které maji poloméry R/2, jejichz stredy lezi na hlavni
ose a jsou ve vzddlenostech R/2 od stredu, tak, ze vzniklé
diry spolu tésné sousedi. Pak dovniti priddme 4 koule o po-
loméru R/4. Jejich stfedy opét lezi na hlavni ose a koule
umistime vedle sebe. Stejnym zpiisobem pokracujeme dale.
Tedy do téchto mensich kouli udélame opét po dvou kulovych
dirach. Do téch pak dame opét polovi¢ni koule. Takto pokra- :
c¢ujeme az do nekonecna. Jaky ma Jachymova koule moment
setrvacnosti vii¢i kolmici na hlavni osu? Vyjadrete jako pomér ku momentu setrvacnosti plné
koule o poloméru R a stejné hustoté p.

Karel (i Vojta a druhy Vojta) si mysli, Ze Jachym si nezaslouzi kouli jednou, ale dvakrat.

Moment setrvacnosti koule o hmotnosti m a poloméru r rotujici okolo osy prochézejici jejim
stfedem odpovida vztahu
J=Zmr?.

5

K feSeni tlohy budeme kromé znalosti, Ze momenty setrvacnosti téles rotquicich vzhledem
ke stejné ose muzeme scitat za tcelem zisku celkového momentu setrvacnostit potiebovat ta-

o hmotnosti m do vzdalenosti r, zméni se moment setrvacnosti z J na
/ 2
J =J+mr".

Abychom nemuseli pracné s¢itat geometrickou fadu, uvédomime si, ze muzeme vyuzit reku-
renci celé situace. Konkrétné je Jachymova koule slozena z jedné velké koule o poloméru R,

3To plyne trividlné z faktu, Ze moment setrvaénosti je integralem kvadratu vzdalenosti od osy otaceni pies
celou hmotnost télesa.
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v niz jsou vyhloubeny dvé kulové dutiny, ve kterych se nachéazeji ¢tyti mensi Jachymovy koule
(o ¢tvrtinovém poloméru), jejichz stfedy jsou vzdalené R/4 a 3R/4 od stfedu ptuvodni koule.

Nez se ddme do samotného vypoctu, zbyva ndm zamyslet se, jak se zméni moment setrvac-
nosti télesa zmenseného s faktorem « (pfi zachovani konstantn{ hustoty). Moment setrvac¢nosti
zéavisi na kvadratu vzdalenosti od osy otdceni a na hmotnosti, kterd je imérna treti mocniné
velikosti® Zmensime-li tedy vSechny rozméry télesa imérné koeficientu o, moment setrvac¢nosti
klesne jako a®. Jichymova koule o &tvrtinovém poloméru proto bude mit moment setrvacnosti
1/4° ptivodniho momentu.

Nakonec budeme také potfebovat hmotnosti Jachymovych kouli ¢tvrtinovych rozmeért.
Z tlohy ,koule pro Jachyma“ vime, Ze hmotnost celé, velké Jachymovy koule je 4M/5, pro-
to bude hmotnost zmensenych kouli rovna M/80 (tedy 1/4® hmotnosti ptivodni koule, nebot
hmotnost klesé se tfeti mocninou ,velikosti“).

Nyni uz muzeme konecné pocitat. Pro hledany moment setrvacnosti Jachymovy koule J
bude platit

r=pim 2 (35 (5) 5 (3)) (i m (3)) 2w (9))

nebot musi byt roven momentu setrvac¢nosti plné koule bez momentt setrva¢nosti dvou mensich
kouli o polovi¢nim poloméru naopak zvyseny o momenty setrvacnosti ¢tyt malych Jachymovych
kouli — vsSe je upraveno pomoci Steinerovy véty. VyfeSenim této rovnice pak dostaneme

28 14

J=2MR*>= —

85 177"
kde Jo = 2/5M R? je moment setrvaénosti plné koule. Odpovédi na otdzku ze zadéni je proto
14/17 = 0,82.

Miuzeme si mimochodem uvédomit, ze stejného vysledku dosdhneme, kdyz od plné koule

pomoci Steinerovy véty ,odecteme” dvé koule pro Jachyma polovi¢nich rozméru.

Vojtéch David
vojtech.david@fykos.cz

Uloha 48 ... nahorta a dola 8 bodu

Pingpong se hraje s micky o priiméru d = 4,0 cm a hmotnosti m = 2,7g. Jarda po prohraném
zapasu jeden takovy vzal a ze vzteku ho odpalil presné kolmo vzhuru. Micek vyletél do vysky
H = 8,5m. Urcete pomér casu, kdy micek stoupal vzhiiru, ku casu, kdy padal doli.

Jarda zkousel trefit pingpongovgm mickem okno na koleji, ale nedostrelil.

Hned na zacatku tlohy je dulezité si uvédomit, ze pingpongovy mic¢ek neni hmotny bod, a je
tedy zapotrebi zapocitat odporovou silu vzduchu. Tu budeme mit pro celou tlohu ve tvaru

1
= §CSpv2 ,

kde oznaceni jednotlivych velicin bude dale vysvétleno. Odporova sila zavisi na druhé moc-
niné rychlosti v, protoze pohyb micku ve vzduchu je dostatec¢né rychly na to, aby dochazelo
k turbulentnimu obtékani.

4Presnsji se jedna o integral étverce vzdalenosti od osy oticeni pfes hmotnost.
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Je zfejmé, ze micek dolt poleti déle nez nahoru, protoze urazi stejnou vzdalenost, ale jeho
prumeérné rychlost bude kvili disipaci energie vlivem odporové sily nizsi.

Dréahu si rozdélime na dvé ¢asti - let nahoru a let dold, pro obé mame rozdilné pohybové
rovnice. Postup jejich feSeni nechdvame zvidavému ctenafi jako doméci cviceni, zde uvadime
jenom pottebné vysledky. Postup reseni lze téz dohledat na internetu nebo pouzit néktery
z vypocetnich softwart.

Pohybova rovnice pro let smérem vzhiru je

ma = —(mg + kv’),

kde m je hmotnost micku, g tihové zrychleni, a zrychleni micku, v jeho rychlost a k = C'Sp/2
je konstanta. Zde S = nd2/4, p je hustota vzduchu a C = 0,5 pro kouli. Jestlize rychlost
orientujeme nahoru, je zrychleni smérem vzhiru zdporné.

ReSenim této rovnice je

gm gk
=,/5=t (T -t
v ] IRV Rl )|

kde T je cas, kdy v je nulova, tedy micek je v tomto ¢ase na vrcholu své cesty. Integraci

dostavame
h= %bgcos \/%(T—t) +K.

7 pocatecni podminky, kdy v t = 0 je h = 0 dostdvame hodnotu integrac¢ni konstanty K jako
k

K= —@logcos VL

k m

Dosazenim v c¢ase t = T7 dostavame

H = —Elogcos Ty % ,
k \/ m
—k
T, = m arccos e "LH .
\/ gk

Pro pad doli ma pohybova rovnice tvar

odkud vyjidrime ¢as T1 jako

2
ma = mg — kv”,

kde zrychleni mif{ smérem doli. Dostdvame rychlost ve tvaru

U:w@tgh %L
k \/m

kde v case t = 0 je rychlost nulova. Integraci dostavame

h=H — mlogcosh %t,
k V. m
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kde jsme integra¢ni konstantu urcili z pocateéni podminky. Najdeme ¢as Tz, za ktery micek

spadne dolti, jako
m argcosh e% =1T5.
\/ gk

—kH
T arccose m
2 argcoshem

Resenim tlohy tak je

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 49 ... pomsta za stroje 7 bodu

Jarda se uz vazné nastval na Viktora za jeho hlucné vysavace
a zacal ho honit okolo koleji. Viktor se schovava v priijezdu
pod kolejemi. Ten je uvnitr vysoky H = 5,00 m. Jarda stoji V

ve vzdalenosti D = 12,0 m venku pred zacatkem prijezdu a hI \x % H
héze na Viktora predmét rychlosti v = 13,5m-s~! z vysky

h = 2,10m. Jak daleko od zacatku prijezdu musi Viktor
stat, aby ho Jarda netrefil? D

Viktor vytvoril na pokoji inspirujici prostredi...

ReSeni se ndm rozpadne na nékolik piipadii. V p¥ipadé, Ze je rychlost mald, neni mozné za-
sahnout strop prijezdu pod zadnym pocatecnim thlem a s prujezdem tak nemusime pocitat.
Najdeme tedy maximalni vzdélenost, do které je mozné predmét danou rychlosti z vysky h
dohodit.

Pro velké rychlosti se vyplati hdzet pod malym thlem, aby pfedmét nevystoupal moc do vys-
ky a mohl se do prijezdu viitbec dostat. Pro tento ptipad je dilezité, jestli se vrchol paraboly,
po niz se predmét pohybuje, mize nachdzet ve vétsi vzdalenosti od Jardy, nez je D. Prozkou-
mejme tuto moznost. Rovnice paraboly, po které se predmét pohybuje, je

2
g =z
=h+4+ztga —Z——— 5
Y taotg 2v2cos?a’ (5)
kde g je tithové zrychleni, a je poc¢atecni thel trajektorie viuci zemi, y je svisld soufadnice smérem
vzhiru a  vodorovna smérem k prijezdu. Ve vrcholu paraboly se y neméni, derivace predchozi
funkce je tedy rovna nule, diky ¢emuz najdeme polohu vrcholu jako
v? sin 20
Ty = T 5

kde jsme pouzili goniometrickou identitu 2 sin « cos a = sin 2. Maximélni hodnota funkce sinus
je 1, nejvyssi mozna hodnota pro z. je tedy v nasem pfipadé rovna 9,3 m, coz je méné nez D.
Pti vstupu do _prujezdu uz tim padem bude predmét klesat.

Z rovnice gnajdeme vzdalenost bodu dopadu od Jardy tak, ze polozime y = 0 a feSime
kvadratickou rovnici. Dostavame

vV COS

ZTa = Y (v sina 4 \/v2sin? a + 2gh) . (6)
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Zaroven ale musi byt splnéna podminka y(D) < H, jinak Jardav pfedmét skonéi na stiese
prujezdu. Najdeme krajni ihly, pod kterymi nastava rovnost; tedy ze pfedmét pii své trajek-
torii tecuje spodni roh prujezdu. Do rovnice fj dosadime =z = D, y = H a pouzijeme identitu
1/ cos® a = 1 + tg? . Dostavame tak

D? D?

_9 2 g
0—§?tg Ozm—Dtgam-ngT'f'H—h

v gD?
= tgam = — + 2-2 —h+H
g 9D v v q ( 952 + )

Mezni thly jsou tedy 67,0° a 36,6°. V rozmez{ mezi témito thly se predmét do prijezdu
nedostane.

Je mozné, ze maximum funkce E nelezi v tomto intervalu uhla, takze by predmét viibec
nemusel tecovat zminovany roh prijezdu. Uhel, pro ktery predmét doleti nejdal, nalezneme
jako

Qmax = arctg =421°.

v
\/v? + 2gh
Tento thel tedy lezi v zakdzaném intervalu, takto bychom trefili prujezd. Protoze funkce E je
pro a > 0 napred rostouci a nésledné klesajici, nastavd nejdelsi mozny dostiel bud pro 67,0 °,
nebo 36,6 °. Dosazenim do fj zjistime, Ze maximdlni vzddlenost mame pro 36,6 °, a sice 20,3 m.
Od této vzdalenosti pak jesté zbyva odecist vzdalenost D, diky ¢emuz dostavame hodnotu 8,3 m.
Pokud by se Viktor v prujezdu neschoval, Jarda by stejné dohodil pouze 20,6 m, coz je pouze
o 30cm dal.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 50 ... voda v mise 7 bodil

Do misy tvaru dokonalé homogenni polosféry o poloméru 12cm a hmotnosti 610 g nalijeme
650ml vody. Poté misu zacneme naklanét. Jakou praci musime vykonat, aby se voda zacala
vylévat? Vodu povazujte za idedlni kapalinu a tloustku stén zanedbejte.

Jarda vyplachoval misku, ve které byl okurkovy saldt.

Prvné si uvédomime nékolik dulezitych poznatku. Pfi nakldpéni misy zustava voda na misté,
nemeénime tak jeji potencidlni energii. Jestlize navic neuvazujeme zadné treci sily mezi vodou
a sténou, nevykonavame kvili vodé viubec zddnou praci. Jediné, co délame z hlediska préce, je

Dalsi zajimavosti je tvar misy. Jelikoz je tloustka stén mald, povazujme misu jako polosféru.
Misa ma zfejmé néjakou plosnou hustotu, kteréd je konstantni. Hmotnost je tak vSude tmérna
plose. Pro kulovou sféru navic plati, ze plocha kulové tsece je pfimo umérna jeji vysce. Odsud

vypocitat, jak moc musime misu naklonit, aby se z ni zacala vylévat voda. To nastane, kdyz
vodni hladina bude ve stejné vysce, jako spodni okraj misy. Ozna¢me « ihel, ktery svird norméla
k hladiné (a zemi) k roviné okraje misy.
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hzZR—gsina.

Zbyva nam tedy z idaje o objemu ziskat hodnotu thlu a. Tyto dvé veli¢iny svazuje 1rovniceE

nR3
3

To je kubicka rovnice pro cos . Jejim Ciselnym tesenim je

V= (2 +cosa) (1 —cosa)® .

cosa =0,63047 = a=0,88728 = sina=0,77627.

Rozdil potencidlni energie misy tak je

1—si
Eps — Ep1 = mg (ha — h1) = ngw =80mJ.
‘ R ”,
1 T/
| X |
T ’ :
| /a) |
Obr. 3: Situace pred naklapénim. Obr. 4: Situace pti vylévani vody.
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha 51 ... kam se schovat? 9 bodi

Pise se rok 2311 a mimozemstané se chystaji zatitocit na Zemi. Priletéli ve své vesmirné lodi
a zastavili se ve vysce h = 12200 km nad jiznim pélem. Pozemstané nastésti uz vyvinuli obranny
raketovy systém a lod tito¢nikii znicili. Ta se rozpadla na tisice malych kouskii, které se rozletély
do vsech smérii maximalni rychlosti v = 300m-s~'. Na kolik procent povrchu Zemé kousky
dopadnou? Lod byla vyrobena z zaruvzdorného materidlu, takze trosky v atmosfére neshori.
Jarda v Hvézdné brané vidél, jak byla znicena Anubisova flotila.

Protoze lod byla rozstfelena nad pélem, nemusime se zabyvat rotaci Zemé. Také vidime, ze
tloha je rota¢né symetrickd pravé kolem osy zemské rotace, takze pro vytreSeni tlohy nam

5Viz wikipedie https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_cag.
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staci rozebrat situaci v jednom tezu. Nejprve zjistime, jestli maji ilomky dostate¢nou rychlost,
aby opustily gravitacni pole Zemé. V tomto pripadé by jejich mechanicka energie na jednotku
hmotnosti (znac¢me ji E) musela byt kladnd. Jednoduse ale zjistime, ze hodnota

2

E=2 B - o1 4MIkg !
2 To

je zaporna, proto se tlomky pohybuji po elipsich kolem Zemé. V rovnici je p = GMg =

= 3,99 10" m3.s™? gravitaéni parametr Zemé&, neboli souéin jeji hmotnosti a gravitaéni kon-

stanty, a 7o = Rg + h je vzdéalenost mista vybuchu od stfedu Zemé.

Nyni se pokusime nalézt c¢ast prostoru, kterou mohou dlomky zasdhnout. Pak najdeme
prunik této mnoziny bodu s povrchem Zemé. Protoze vSechny tilomky maji na poc¢atku stejnou
rychlost i vzdalenost od zemského stredu, maji i stejnou energii. Soucet mechanické a potencialni
energie je po celou dobu pohybu tlomkiu konstantni a souvisi s délkou hlavni poloosy elipsy a
podle ,rovnice zivé sily“ jako

Protoze vSechny tlomky maji stejnou energii, jejich drahy mayji i stejné dlouhou hlavni poloosu

pro

a:2,ufrov2°

Hranici prostoru, kde se tlomky mohou vyskytnout, najdeme néasledujici avahou. Vyberme si
polopiimku p jdouci libovolnym smérem ze stiedu Zemé (tedy z ohniska Fi) a hledejme jeji
nejvzdélenéjsi bod, ktery jesté protind drdha k néjakého tlomku. Oznacme tento bod jako B
a jeho vzdalenost od stfedu Zemé (prvniho ohniska) jako p. Nyni ozna¢me s tsecku spojujici
tento bod s druhym ohniskem F> dané drahy k, jehoz polohu zatim nezndme. Musi platit p +
+ s = 2a, protoze bod B lezi na elipse k.

Druhé ohnisko F> muzeme spojit s mistem vybuchu tseckou o délce ¢, potom bude platit ro+
+t = 2a. Protoze z energie zndme délku a, zndme i délku tsecky ¢. Ohnisko F» musi lezet nékde
na kruznici k1 o poloméru 2a — ro se stfedem v bodé vybuchu.

Bod B tedy lezi na polopfimce p vzdalen p od ohniska Fj. Ohnisko F> se musi nachazet
na kruznici k2 o poloméru 2a — p se stredem v bodé B. Protoze p by mélo byt co nejvétsi, je
polomér ks co nejmensi. Zaroven vsak toto ohnisko lezi i na kruznici k1. Obé tyto podminky
jsou splnény pravé tehdy, kdyz kruznice k1 a k2 maji spoleény pravé jeden bod. Timto bodem
je pravé ohnisko F> lezici na spojnici stfedi obou kruznic.

Vzdalenost bodu B od mista vybuchu je pak souctem poloméri obou kruznic 2a—rg+2a—p.
Opravdu dulezité je ale to, Ze soucet vzdalenosti bodu B od stfedu Zemé (tedy p) a bodu B od
mista vybuchu (tedy 4a — ro — p) je konstantni a roven 4a — ro — p + p = 4a — ro pro kazdou
poloprimku, na které bod B miize lezet. Proto je mnozina vSech takovych bodu elipsa s ohnisky
ve stfedu Zemé a v misté vybuchu, jejiz hlavni poloosa je

4a — 7o

2
o = 7021 T 1OV - g 398y |

2 22u—rev?

Nyni uz jen staci najit prusecik této elipsy se Zemi. Zavedeme kartézsky soutadnicovy systém
s pocatkem ve stfedu spojnice bodu vybuchu a stfedu Zemé, neboli ve stiedu ochranné elipsy,
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za kterou se zadny tlomek nemuze dostat. Zndme jeji hlavni poloosu a dokdzeme vypocitat
vedlejsi jako
2 / 2
bo=/a2 —e2=1/a2 -0 = To/ 2prov” .
4 (2p — rov?)

Rovnice ochranné elipsy pak ma tvar

@‘%2
Sto| o
+

(V)
I
—

zatimco rovnice kruznice (Zemé) je

Ze druhé rovnice dosadime do prvni za y? a Fesime kvadratickou rovnici pro z. Po fadé tprav
dojdeme k vysledku
_ 2a0

2
T1,0 = &(—aozlzR@) = z=
To To

(—ao + Rg) = —2962km,

odkud vybereme kladné znaménko (zadporné nedava smysl).
Spocitame, jak daleko jsou body protnuti ochranného elipsoidu od pélu Zemé

| =

%0 +m—R@‘ = 51,4km.

Plocha, kam dopadnou trosky lodi, je tak kulovy vrchlik o vysce I. Ulomky tak bude zasazeno

2Rl
4nR

= 0,0040 = 0,40 %

planety.

Spravné bychom méli podéitat s tim, ze Zemé je elipsoid, coz by ulohu ¢aste¢né zkompliko-
valo. Polarni polomér je R, = 6357 km, rovnikovy polomér Rg = 6378 km. Vzhledem k malé
hodnoté I vSak neni tfeba pocitat s elipsoidem, ale sta¢i ndm uvazovat kouli se stejnou kii-
vosti R = Rfe/Rp = 6399km na jiznim pélu. Tuto hodnotu vsak nestaci pouze dosadit do
vSech predchozich vztaht, protoze jeji stfed se nenachazi ve stfedu skutecné Zemé. Pii tomto
zpresnéni dostdvame hodnotu 0,398 %.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 52 ... &teni proti svétlu 9 bodu

Predstavte si rozsahlou rovinu, jejiz albedo (mira odrazivosti) je 0,69. Ve vysce h = 1,0m
nad rovinou je bodovy zdroj svétla, ktery ji osvétluje. Presné pod zdroj umistime c¢erny kruh
o poloméru h rovnobézné s rovinou do vysky x. Urcete x tak, aby do stredu spodni strany kruhu
dopadal nejvétsi svételny vykon. Predpokladejte, ze se odrazené svétlo rozptyluje do vSech smérii
rovnomérné a rovina je lambertovska.

Matéj si chtel v leZe cist, ale jedingm svetelnym zdrojem byl lustr.
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Nejprve si uvédomme, ze albedo je redundantni idaj. ProtoZe nas zajima jenom maximum,
nemusime fesit, ,kolik svétla“ do stredu disku absolutné dopadne.

Jesté nez se ddme do samotného Teseni tlohy, potifebujeme si uvédomit, jaké vlastnosti
mé bodovy zdroj zafeni. Zakladni charakteristikou zdroje je, ze vyzafuje vykon do vSech stran
rovnomérné. To muzeme interpretovat tak, ze je-li celkovy zatrivy vykon roven P, ve vzdalenosti
r bude naméfend intenzita I timérna P/r2, nebof se veskery vykon rovnomérné rozprostie
do kulové plochy o plose 4nr?.

N,

di

Nd

p

<
e

Obr. 5: Jednoduché geometrie.

Také budeme potiebovat Lambertiiv zdkon kosind, ktery 1ika, ze svételny vykon rozptyleny
dokonale matnou plochou je pfimo imérny kosinu thlu rozptylu (méfime od kolmice). Musime
si rovnéz uvédomit, ze dopadajici svételny tok (at uz v pfipadé roviny, nebo ¢erného disku)
je umérny kosinu thlu dopadu. Konec¢né, jelikoz tiloha je osové symetrickd vzhledem k primce
prochéazejici zdrojem a stfedem disku, bude vyhodné si rovinu, na které se svétlo rozptyluje,
rozparcelovat do koncentrickych, infinitesimédlné tenkych prstynku se stfedem v misté, kde osa
symetrie protind rovinu. Oznacime-li p polomér jednoho takového prstynku o tloustce dp, bude
jeho plocha rovna 2npdp.

Vybaveni témito znalostmi pak mizeme tvrdit, Ze svételny vykon ,neseny* do stiedu spodni
strany disku paprsky, které byly rozptyleny jednim nekonecné tenkym prstynkem o poloméru
p, bude

e nepiimo umérny ¢tverci vzdélenosti zdroje od mista dopadu na rovinu (ozna¢me di ),

o piimo tmérny kosinu thlu dopadu na tuto rovinu (oznacéme 1),

e piimo tmérny plose prstynku 2rp dp,

o piimo tmérny (dle Lambertova zdkona) kosinu dhlu rozptylu smérem do stiedu disku

(oznacme o),
e nepiimo dmérny ¢tverci vzdalenosti mista rozptylu od stfedu ¢erného disku (oznacme ds)
a nakonec

e pifimo dmérny kosinu thlu dopadu do cilové destinace (roven také ¢, ze st¥{davosti ihla).

7 jednoduché geometrie pak muzeme vyjadrit zminéné veliciny jako

h h
= VIR, o)== e
1
\/ P

do = +/x% + p?, cos(ap):dﬁz\/%.
2 €T +p
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Nyni jesté uré¢ime minimélni hodnotu p = pg a vSe preintegrujeme od po do co. Hodnota po
odpovida poloméru stinu vrzeného diskem, ktery ur¢ime z podobnosti trojihelniki jako

po_ _h _R?
hoh—z PP Th—a

Svételny vykon ve stfedu disku tedy bude tmérny hodnoté

ha? p dp.
* | G

h—x

Tento integrdl muzeme fesit numericky. Dosazenim do programu Desmos si muzeme dokonce
vykreslit graf této funkce, ze kterého vidime, ze maximum je z = 0,311 m.

Vojtéch David Radka KviZovd
vojtech.david@fykos.cz radka.krizova@fykos.cz
Uloha 53 ... chiestys 11 8 bodi

Semir s partdkem prondsleduji v policejnim auté zlocince. Delikvent sjel ze silnice na vodorov-
nou lesni cestu ve vire, ze dalni¢nim policistiim ujede. Nevsiml si vsak, ze cesta koncéi H = 20 m
hlubokym srézem. Zlosyn se ke srazu blizi rychlosti v = 144km-h™'. Pod jakym tihlem dopadne
predni naraznik na zem? Parametry pachatelova auta jsou: hmotnost auta m = 1,32t, rozvor

nad zemi hy = 42 cm, vodorovna vzdalenost tézisté od predni napravy dy = 80 cm, vyska naraz-
niku nad zemi h, = 15cm, moment setrvacnosti auta vzhledem k tézisti I = 1,67 - 10® kg-m?.
Auto md pohdnénou pouze predni napravu. Predpoklddejte, ze zadni kola se vali bez odporu.

Jindra sleduje némecké krimiseridly.

V momenté, kdy predni ndprava prejede pres okraj srazu, auto ztrati oporu vepredu a tihova
sila zpusobi rotaci okolo osy, kterd se nachizi v misté, kde se zadni kola dotykaji zemé.

Normadlova sila F', kterou pusobi zemé na zadni ndpravu, se miuze ménit v zévislosti na thlu
rotace auta. Proto uc¢inime predpoklad, ze samotny prejezd okraje srazu trva tak kratkou dobu
(t1 = D/v = 6,15-1072%5s), Ze se tihel auta viici horizontéln{ roviné p¥ili§ nezméni. Tim padem
miizeme silu I’ povazovat za konstantni. Sila F', kterd udéluje autu rotaci, ptisobi v misté zadni
népravy, a jeji rameno je tak ry = D — dy = 1,64 m.

Pohyb auta je popsdn dvémi rovnicemi, prvni je pro zrychlen{ ve svislém sméru (osa y mif{
nahoru), druhd je pro rota¢ni pohyb (ihlové zrychleni definujeme jako kladné)

mj = —mg + F,
ITw = FZEt,
Tthové zrychleni je g = 9,81 m-s™2. Ze druhé rovnice mizeme za F dosadit do prvn{ rovnice

j=—g+—uw.

mxy

Vime, ze pokles tézisté auta v dusledku tcinku vertikalnich sil musi korespondovat s poklesem

Ww=—=.
Tt

50


https://www.desmos.com/calculator/687flf6ozz
mailto:vojtech.david@fykos.cz
mailto:radka.krizova@fykos.cz

Fyziklani Online 2022 12. roc¢nik 23. listopadu 2022

ODbé vyse odvozené rovnice muzeme spojit do jedné a vyjadrit ihlové zrychleni w pomoci zna-
mych veli¢in
g

w (14 5)
t

Alternativni pristup: Stejné thlové zrychleni bychom ziskali v soustavé spojené se zadni napra-
vou, kde autu udéluje rotaci tithova sila a moment setrvacnosti zjistime ze Steinerovy véty.

Toto dhlové zrychleni pisobi jen po dobu t1 = D /v, dokud zadni kola zistavaji v kontaktu
se zemi. Za tu dobu auto ziska tdhlovou rychlost

__ 9D
TeV (1 + ﬁ)
t

a jelikoz jeho pocateéni hlova rychlost byla nulova, pootoéi se o tihel

w=

w:wtlz

=0,25rad-s™"

2
g=top— 907 7 40P rad = 0440

22402 <1+ ! )

2
my

N4&s predpoklad, ze thel pootoceni bude maly se tak potvrdil jako opravnény.
Od okamziku, kdy i zadni kola prejedou okraj srazu, bude auto klesat k zemi po parabole a

tt: ﬁiQ,Os,
V g

kde jsme zanedbali hloubku narazniku pod zadni ndpravou v bodé dopadu, protoze D + d, je
mnohem mensi nez H. V ten okamzik bude hel auta priblizné

na zem za cas

Hn QﬁwttiZQO,

kde vidime, ze tihel 6 je mozné taky zanedbat.

Je tento vysledek dostatecné presny? Je pravda, ze v redlném svété by pad auta i jeho
rotaci ovlivnil odpor vzduchu, takze pocitani ¢ehokoliv slozitéjsiho by taktéz neodpovidalo
realité. Pokud bychom ale nezanedbali nic kromé odporovych sil, numericky by jsme mohli
najit vysledek 28,2°.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz

Uloha 54 ... pruZina se tfenim 8 bodu

Mgé&jme nehmotnou pruzinu s tuhosti k = 9,0N-m~!, na jejimz volném konci je piipevnéno
zévazi o hmotnosti m = 110g. Druhy konec pruziny je ukotven ve zdi. Pruzina je orientovana
vodorovné, zavazi klouze po podlaze se trenim. Treci koeficient je f = 0,35, klidova délka
pruziny je lo = 30cm. Tahem za zdvazi pruzinu natdhneme o xo = 20cm a poté vypustime
s nulovou pocdtecni rychlosti. Jaka bude délka pruziny, az se zavazi uplné zastavi?

Jindra si hrdl se slinky.
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Pohyb zévazi je popsan diferencidlni rovnici

mi = —kx — fmgsgn(z), (7)
kde g je tihové zrychleni a sgn(&) je znaménkovd funkce signum
+1 >0,
sgn(z) =<0 =0,
-1 ©<0.

Funkce signum zajistuje to, ze tieci sila ptsobi vzdy proti sméru rychlosti.

Pripomenme si zakladni vlastnost tfeci sily, kdy pfi nenulové rychlosti mé velikost fmg.
Ve statickém pripadé ma treci sila velikost mensi nebo rovnou fmg, vzdy tak, aby vyslednice
sil pusobici na téleso byla nulovi. Aby se zavazi z klidu uvedlo do pohybu, musi byt pusobici
sila pruzinky vétsi nez fmg. Hrani¢ni pripad je

Tmax = % =42cm.
Pokud zavazi bude stat v klidu vzdaleno méné nez 4,2 cm od rovnovazné polohy, ztistane stat na
misté. Pruzina nevyviji dostatec¢nou silu k rozpohybovani zavazi. Pro kazdy kyv se zméni smér
pusobeni treci sily, proto budeme postupné muset najit feseni rovnice ([]) s nékolika riznymi
pocatecnimi podminkami.

Rovnice popisujici pohyb zévazi od vypusténi do dosazeni krajni polohy mé tvar
mi + kxr = fmg

a pocatecni podminky jsou 2(0) = xo = 20cm a £(0) = 0m-s~'. Obecné feseni této rovnice ma
tvar
z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) + %,

kde A a B jsou integracni konstanty a w = \/k/m jsme oznacili thlovou frekvenci kmitu.
Hodnoty konstant A a B zjistime z pocéteénich podminek A = xg — fmg/k a B = 0m. Téleso
prekmitne do krajni polohy z1 = —xo + 2fmg/k v Case t1 = n/w. Ciselné vyjadiime z1 =
= —11,6 cm a vidime |z1| > Tmax, coZz znamend, Ze téleso se rozpohybuje opa¢nym smérem.
V tu chvili se zméni smér rychlosti, takze pohyb je nyni popsan rovnici

mi + kxr = —fmg

s pocdteénimi podminkami z(¢1) = 21 a £(t1) = 0. Obecnym FesSenim je

z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) — %,
kde integraéni konstanty uréime A = —z1 — fmg/k = —x¢o — 3fmg/k a B = 0m. Téleso

prekmitne do krajni polohy z2 = zo — 4fmg/k v Case t2 = 2n/w a v ten moment bude jeho
rychlost nulova. Ciselné vyjadiime z2 = 3,2cm a vidime |z2| < ZTmax, takze téleso zastavi v této
poloze.

Délka pruzinky po zastaveni zavazi bude | = lp + z2 = 33,2 cm.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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Obr. 6: Délka pruziny v zévislosti na case.

Uloha 55 ... centralni pruzina 9 bodu

Predstavme si pruzinu, kterou zavésime ve vzdalenosti r = 1321 km od stiedu planety s hmot-
nosti M = 4,11 - 10> kg a polomérem R = 1220km. Pruzina mé klidovou délku zo = 89km
a homogenni délkovou hustotu X\ = 8,7kg-m™'. Jakou musi mit tuhost, aby doséhla pravé na
povrch planety? Rotaci soustavy neuvazujte.

Jdchymoui bylo lito, Ze loni zapomnel na ulohu s hmotnou pruzinkou, a rozhodl se to napravit.

Zavedeme obvyklé znacCeni pro tézké pruziny. Veli¢ina z bude oznacovat tsek délky dz na
pruziné v nenatazeném stavu, zatimco y(x) bude souradnice daného tiseku na natazené pruziné.
Vzdalenosti méime od mista uchyceni smérem do stfedu planety.

Na tusek dz ptsobi gravitacni sila

aF, = M e

2

(r—v)
a dale sila pruznosti od sousednich tsekt. Tu oznac¢ime F. MuzZeme ji spocitat tak, Ze si tsek
predstavime jako malou samostatnou pruzinku s tuhosti kqz = kxo/dz, kterd se natdhne na
délku dy. Potom zfejmé
dy

WA g (y — 1),

F = kae (dy — dz) = kxo o

kde k je hledana tuhost ptivodni pruziny.
Na zac¢dtku naSeho tiseku m4 tato sila velikost F'(z), na konci to bude F(z + dz). Rozdil
téchto sil je vyrovnan pravé gravitacni silou

F(z+dz) — F(z) = —dF;.
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To se ndhodou podobé definiénimu vztahu pro derivaci, takze muzeme psat

F(:erd:v)fF(x):F/:_%:_ GM
dx dx (7" — y)2
Silu F' uz mame explicitné vyjadfenou, staci jen spocitat derivaci a dostaneme
2 1 GMA 2 GMM\
— =— = =— =-K 8
(r— )y’ = - 2= oS g, (®)

kde jsme pro zjednoduseni zavedli soutadnici z = y — r a konstantu K. Pouzijeme klasicky trik

/ 12
"= z'd—z = ZJdd=-Kz?%dz => =
dz
Tady je to spravné misto na rozmyslen{ si okrajovych podminek. Ziejmé y(0) = 0 a yo = y(xo) =
= r — R. Definujeme-li zo = z(yo) = yo — r, bude platit zo = —R. Déale v bodé yo uz pruzina
nebude téméF vitbec napnutd, proto bude platit ¥’ (zo) = 0. Potom 2’ =y a 2’ (yo) = ¥'(z0) = 0.
Z toho spocitame integracni konstantu

0=Kz'4+C = C=-Kz' = 2Z=V2Ky\/z7t—z".

Viimnéme si, Ze z jde od z(0) = y(0) — r = —r do 20 = —R. Z fyzikalni Gvahy vyplyva y’' > 0,
takze i 2’ > 0, ¢ili z je stale rostouci zdporna funkce. Tim jsme ové&fili, Ze odmocnina je dobie
definovand a mtizeme pokracovat dal. Rovnici opét separujeme a prepiSeme na integral

\/ﬁ/dl':/(zil_zal)iédz:/ IIZ;JC]Z—ZO\/—ZO/QIC_CldC,

kde jsme zavedli substituci ¢ = z/2z0 a vytknuli jsme tak, aby v odmocniné /—zo bylo kladné
¢islo. Obecné feseni tohoto integralu nevede na nic pékného, nastésti pro feseni tlohy neni
potieba. Staci si uvédomit, jaké budou integracni meze, integrujeme-li od zacatku do konce
pruziny, a zbytek muzeme spocitat numericky

VIS
o __ -
I 7/T coqde=-0583.
R

=Kz '4+C.

Abychom mohli vyjadiit K, potfebujeme jesté zintegrovat druhou stranu rovnice

z0
2oV —z0l5° :\/2K/ dz = V2Kzg,
0

: 2
PR e 1 (-REIR\ R (1)
2 o 2 o 2 To '
Nakonec uz jen do defini¢niho vztahu pro K (E) vyjadiime hledanou tuhost pruziny a mame

vysledek tlohy CMA 200
k= = 20 2 69N-m L.
Koo~ (I°) B

Jdachym Bartik
tuaki@fykos.cz
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Uloha 56 ... zamlZené sklo 9 bodu

Méjme vodorovné sklo tloustky dy, = 16,3um a indexu lomu ng = 1,68, na kterém rozlijeme
vodu o indexu lomu n.,, = 1,33 tak, Ze vytvorf rovhomernou vrstvu o tloustce dw = 15,5pum.
Zespodu svitime na sklo svisle svétlem o vlnové délce A = 0,590 um. Jaky je pomér intenzity
svétla, ktera projde nyni, oproti pripadu, kdy na skle voda nebude? Uvazujte, Ze svétlo se
v materidlech pouze odrazi, nebo jimi prochazi, ale nepohlcuje se. Jarda md zamlZeno.

Pti dopadu rovinné elektromagnetické viny na rozhrani dochézi k odrazu a prichodu vinéni.
Protoze zde mame rozhrani vice, bude dochézet k riznym vnitini odraziim a k interferenci.
Koeficienty odrazu a prichodu zavisi na tthlech sméru siteni viny viéi rozhranim, indexech lomu
prostredi a také na polarizaci dopadajiciho svétla. V piipadé kolmého dopadu maji Fresnelovy
rovnice pro koeficienty prichodu ts, pro obé polarizace stejny tvar. Pro koeficienty odrazu
plati rs = —7rp, lisi se tedy pouze znaménkem. Pravé tyto vztahy zavisejici na indexech lomu
obou prostredi ndm urcuji, jakd bude intenzita odrazeného a proslého zareni.

Protoze mame v tloze t¥i rozhrani, musime pracovat s elektrickou intenzitou E, a ne piimo
s I. Ulohu nejdfive vyfesime pro jednu z polarizaci, napf. s, poté pouze prifadime ke viem
r-koeficientium odrazu zdporné znaménko a dostaneme vyraz pro polarizaci typu p. Koeficient
odrazu na rozhrani je tedy pro s-polarizaci pro kolmy dopad roven

ET ny —n2
- I
E; n1 + ng

kde E; je vektor elektrické intenzity dopadajici viny a E, odrazené viny. Index lomu n; néalezi
prostredi, ve kterém se pohybuje dopadajici vlna, ns je index lomu za rozhranim. V nasem
pripadé mame tfi prostredi, index lomu vzduchu polozime roven n = 1, dale mame jesté ng
pro sklo a ny, pro vodu. Vidime, Ze pokud se vlna odrazi od prostiedi s vyssim indexem lomu,
dochézi ke zméné faze, nebot koeficient je zaporny.

Koeficient prichodu ¢ je zaveden analogicky a ma tvar

t:E 2111

- 9’
E; n1 + n2

kde E: je prosla elektrickd intenzita.

Zareni projde z jednoho prostredi do druhého, pricemz se ¢ast odrazi. Prosla ¢ast pak dorazi
ke druhému rozhrani, kde znovu néco projde a néco se odrazi. Tato odrazena Cast se vraci
k prvnimu rozhrani, kde ovsem téz dochézi k prichodu a odrazu. Vidime tedy, ze nedokazeme
jednoduse odhadnout, kolik celkem zareni projde. Iterovanim téchto tvach bychom mohli dojit
ke s¢itani nekoneénych fad. Tento zpusob se d4 pouzit u planparalelni desky (2 rozhrani),
v tomto pripadé to uz ale neni moudré. Taky by jsme iterovianim mohli tilohu FeSit numericky,
ale my chceme najit vzorec. Podivejme se na to tedy jinak.

V naésledujicim odstavci zavedeme znaceni pro jednotlivé hodnoty intenzity. Faze téchto
intenzit se ale v rdmci jejich pruchodu prostfedim méni. K tomu budeme pouzivat komplexni
znaceni. Spodnimi indexy budeme znagcit intenzity v jednotlivych prostifedich a v misté jejich
vzniku polozime jejich fazi nulovou. Zména faze zavisi na tloustce skla a vody a na jejich
indexech lomu.

Oznaéme tedy E; dopadajici vinu, u které (na rozdil od definic v pfedchozim odstavci)
polozime fazi pifi dopadu jako nulovou. VIna se smérem od prvniho prostiedi ke druhému
je Eg1, vlna v opa¢ném smeéru je Fg2. Vlna jdouci od prvniho rozhrani do prostoru je E,. Je
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ovsem dulezité si uvédomit, ze v nasi notaci se nebude jednat o vinu odrazenou, ale i o ¢ésti
vln, které se odrazily na dalsich rozhranich.

Vlna jdouci od druhého rozhrani ke tfetimu je Fw1, v opacném sméru Fy2. Vina proslé skrz
celou dvojvrstvu je Et. Znovu musime mit na paméti, ze tyto viny jsou souctem vsech dil¢ich
vin, které jsou tvoreny nekonecnymi odrazy na rozhranich.

Oznacme jesté koeficient prichodu ze vzduchu do skla t.g, ze skla do vody tgw, z vody do
vzduchu tya, ze skla do vzduchu tg. a z vody do skla tyg. Pak plati

2 2ng 2N . 2ng 2N

= —_ " = = by = ——™
T+ng & ngtne’ 0 nwt+1T BT ng 17 BT ngdony,

tag

Obdobné pak oznacme koeficent odrazu mezi vzduchem a sklem r,g, mezi sklem a vodou
Tew, mezi vodou a vzduchem 7., mezi sklem a vzduchem rg, a mezi vodou a sklem ry, (prvni
prostied{ je to, ve kterém je dopadajici vina na rozhrani). Pak plati

1-—ng , , Mg — My , , Ny — 1
= —Tga, gw = — ——— = ~Twg, wa = .
1+ ng Ng + N Ny + 1

Tag =

Fazovy posuv mezi rozhranim vzduch-sklo a sklo-voda oznac¢me g a je rovny

2mngd,
5, = Zoneds

kde dg je tloustka skla a A vlnova délka svétla. Analogicky zavedeme i fazovy posuv dy ve vodé.
Vidime, ze musime rozliSovat poradi prostifedi. Nyni uz muzeme zacit budovat vztahy mezi
jednotlivymi elektrickymi intenzitami. Pro Eg1 plati

i5
Eg1 = tag By + rgalgoe™™®
je totiz souctem proslé a odrazené viny prondsobenych piislusnymi koeficienty. Odrazenou vlnu
E,y> musime nasobit zménou jeji faze. Dale pak mame

i i i
Eg2 = TgwEgle & 4 tngw2e W7 ET‘ - TagEi + tgaEng €

Pro viny ve vodé
i @6 70 @6
Ew1 = tgwEgle &+ ngEw2e v, Eyo =rwalbwie v, By = twabwie ™ .

Uvazujme, Ze zname FE;, potom jsme pravé dostali soustavu Sesti rovnic o Sesti neznamych.
Nasim tkolem je vyjadrit Ey v zavislosti na FEj.

Méme soris
16 +idg
is Egie
Et = twaEwle Y= twatgw—m
1 — rugrwa€™?ow
a
18y +id
E.q — idg i5g+t t e s Eor = tooE:
gl T'ga Tgw€ wgTl'walgw 1 26 gl — laglii,
— TwgTwa€?2ow
odkud 5 is
E twatgwtage™s O E
t — - - - - i
(1 — TwgTwa€i20w) (1 — TgaTewe?%8) — TyatweTwalgwe!20s1120w

Dostali jsme docela symetricky vyraz, coz je dobrd zpriva. Navic se koeficienty odrazu
r vyskytuji vzdy po dvou v soudinu. Pfi zdméné vSech téchto ¢isel za zdpornd (pfi zméné
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polarizace z s na p) se tedy vysledek nezméni, protoze se zdporna znaménka vzajemné vyndsobi
na kladna. Od této chvile jiz nemusime rozlisovat mezi s a p polarizaci. Nyni nadm zbyva spocitat
kvadrat absolutni hodnoty. Komplexni vyraz v ¢itateli nebude hrat roli. Jmenovatel ovsem
musime vynasobit ¢islem k nému komplexné sdruzenym.

Ve jmenovateli provedeme substituci @ = rwgrwa, b = Tgalgw & ¢ = TgalwgTwalgw. Poté jej
roznasobime a cely jej vynasobime jeho komplexné sdruzenou hodnotou. Po tpravé dostaneme

1+a>+b02+ad% + ¢
—2 (a (1 iy @) cos 20w + b (1 +a? - %) cos25g>
a
—2((c — ab) cos(20g + 20w) — abcos(26w — 20g) + abe) .

Uvazujme nyni, ze ny = n, = 1, tedy zZe za sklem je uz rovnou vzduch. Pak po dosazeni
za a, ba cmime a =0, b=rgrem = (1 —ng)(1+ng))? ac=0. Kvadrit absolutni hodnoty
elektrické intenzity pak je

Lo = (tgatag)® )
S 14 rd —2rZcos26, "

kde v ¢itateli uz nemdme (twa) ani (tgw), nebot zde zddnéd voda neni.
Porovnanim dostdvime vysledek (ve kterém jsme ve jmenovateli zanedbali nékteré malé
¢leny)

Tigw _ 02,12t (14 (rgarga)? —2rgarga cos 254)

I 1+a2+4624+c2—2(a (122 ) cos 25w +b(1- 2 ) cos 26 +(c—ab) co25g+26w) —ab co( 28w —23g) ) |

Lo

EY =0,96.

Iy
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha 57 ... Matéjova Cerna tepla krabicka 7 bodl

Urcete pocet fotont v uzavrené krabicce o objemu presné 1 litr, kterd je v mistnosti o teplo-
te 25,0 K v tepelné rovnovaze.
Karel premyslel, co asi déeld byvaly vedouci Fyzikldni online, kdyZ zrovna neni vidét.

Na urcenie poctu foténov v nasej krabicke musime najprv urcit ¢asticovi hustotu. Mohlo by sa
zdat, Ze iloha je pomerne jednoduchy priklad na pouzitie Stefanovho-Boltzmannovho zdkona
na urcenie hustoty energie elektromagnetického Ziarenia, ale na prevedenie hustoty energie na
pocet foténov by sme museli delit akousi strednou energiou foténu, ktori nepozname. Musime
preto vyjst z prvych principov — z Planckovho zdkona

kde v je frekvencia ziarenia, T je termodynamickd teplota Cierneho telesa, h je Planckova
konstanta, ¢ je rychlost svetla a kg je Boltzmannova konstanta. Veli¢ina B udéva energiu dF,
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ktord je z plochy dS vyziarend do priestorového uhla dQ za ¢as dt, v intervale frekvencif [v, v +
+ dv]. Pre hustotu energie ziarenia by sme potom mali

4 dn [

u="ZrL=""[ B(Tv)dv.
c c
0

Vysledkom integracie by sme dostali Stefanov-Boltzmannov zakon. My vsak chceme urcif hus-
totu Castic, v integrande preto musime delit B(T, v) energiou Castice o danej frekvencii hv

_dx [TBTy) g, [Tt 1

2 _hu
c Jo hv ¢ Jo & oFT _1q

n

Nasledujicim krokom je previest integral obsahujuci fyzikalne veli¢iny na integral matema-
ticky (prevedieme pouZzitim substiticie na bezrozmerny integrand — ¢asto pouZivand uprava,
ktord previddza vypocetny fyzikdlny problém na matematicky.) Najdolezitejsie je mat peknud
veli¢inu v argumente exponencidly, volime preto

hv zksT

wT LT VT T

Po substiticii dostavame

% 9 zkgT 2 3 oo 2
n=4—n 7( Z ) ! kBTdm:&t(kBT) T dz.
c Jo c e —1 h ch o € —1

V pripade energii by sa v citateli nachadzala tretia mocnina x. Integrdl sa da urcif numericky,
alebo s vyuzitim integralnej definicie Riemannovej zeta funkcie

/oo v [ de = ((3)T(3) = 2((3) = 2,404.

Zhrnutim mame findlny vztah do ktorého mézeme dosadit

) ksT\?3 ) s
N:Vn:2,4o4-8n<c—h) SV =3,17-10%.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha M.1 ... rychle a je§té rychleji poprvé 3 body

Dvé auta maji urazit stejnou vzddlenost s. Obé se budou pohybovat s konstantnim zrychlenim.
Prvni pojede se zrychlenim a1 a druhé se zrychlenim as = 1,25 a1. Pocatecni rychlost obou aut
je nulova. Jak rychle ujede pozadovanou vzdalenost druhé auto? Vysledek zadejte do systému
jako pomeér casu druhého auta k prvnimu. Karel varioval ulohy.

Vyjdeme ze znamého vzorce pro zrychleny pohyb, ktery bude platit pro obé auta obdobné
1

2 2
s = —ait] = =aats,

2 2
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kde t1 a t2 je doba, za kterou urazi drahu s prvni, respektive druhé auto. Tim jsme ihned dostali
rovnici, ze které vyjadiime t2/t1

to fa1 [ 1 .
t1 az 1,25 0789

Odpoveédi je, ze druhé auto pojede 0,894-krat rychleji nez prvni. Muzeme si také vSimnout, Ze i
kdyz zvysime zrychleni o ¢tvrtinu, tak cas zkratime pouze o 0,106-ndsobek ¢asu prvniho auta.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha M.2 ... rychle a je§t& rychleji podruhé 3 body

Méme dvé auta a chceme, aby drahu s projela za stejnou dobu t. V priitbéhu své cesty budou
mit obé konstantni zrychleni ve sméru jizdy. Prvni auto pojede se zrychlenim o velikosti a1,
kdezto druhé bude mit hodnotu as = 1,250 a1. Druhé auto se zacne pohybovat z klidu. S jakou
pocdtecni rychlosti vo musi vyjet prvni auto? Vysledek udejte jako ndsobek a1t (do systému
zapiste pouze ¢islo, kterym tyto veli¢iny ndsobite). Karel varioval tilohy podruhé.

Obé dvé auta maji projet stejnou vzdalenost, takze plati

1 1
s = §a1t2 + vot = §a2t2 .

7 rovnice muzeme jednoduse vyjadrit rychlost

1 1
Uot = 5(12252 — §a1t2 = 5 ((12 — CL1)t2 s
1 1
Vo = 5 (az — al)t = 5 . 0,250(1115 = 0,125 a1t.

Pocatecni rychlost vyjadrend pomoci zrychleni prvniho auta a celkového casu je vo = 0,125 a1t.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha M.3 ... rychle a jest& rychleji potieti 3 body

Dvé auta maji urazit stejnou vzdalenost s. Obé se budou pohybovat s konstantnim ryvem, coz
je zména zrychleni v ¢ase (analogicky jako je zrychleni zménou rychlosti). Prvni auto pojede
s ryvem g1 a druhé s ryvem go = 1,25 g1. Pocatecni rychlost a zrychleni obou aut jsou nulové.
Jak rychle ujede pozadovanou vzdalenost druhé auto? Vysledek zadejte do systému jako pomeér
casu druhého auta k prvnimu. Karel varioval ulohy potreti.

Jde o jednoduchou aplikaci ryvu, pokud zndme vzorecek pro polohu v zavislosti na Case (ktery
se d& najit na internetu, ale s trochou vétsi snahy) nebo si ho relativné jednoduse zintegrujeme.
Vyjdeme z toho, Ze je ryv konstantni, pak pro zrychleni plati

t;
a; :/ gidt = giti ,
0
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kde i muze byt 1 nebo 2 — podle toho, jestli chceme rovnici pro prvni ¢i druhé auto, a a je
zrychleni. Pokracujeme s integraci pro rychlost v a polohu s. Pamatujeme pfitom na to, ze mame
zadané nulové pocatecni podminky.

t; t; 1
’Ui:/ a; di{:/ gﬂ?dizfglt%,
0 0 2
t; t;
- B = I S
= ; dt = —g;t"dt = = g;t; .
o= [war= [ jorat = ot

Posledni vztah uz mizeme prepsat jako rovnici pro obé auta s tim, ze se velice rychle dostavame
k vysledku
tg g1 3 1

1 5 1 .4 .
g1t = = qgot = = = 3/Z= = =0,928.
gI T g t g2 125

Druhé auto dojede za ¢as 0,928nasobné kratsi nez prvni auto.

Ke stejnému vysledku bychom se mohli dobrat i logickou tivahou o analogii se zrychlenym
pohybem. U pohybu s konstantnim zrychlenim nezévisi zrychleni na Case, rychlost zavisi na case
linedrné a poloha kvadraticky. Pokud si fixujeme konstantni ryv, pak ndm opét budou ptibyvat
postupné mocniny casu. Zrychleni bude zavislé na case linedrné, u rychlosti ptijde o zavislost
kvadratickou a u polohy kubickou. Touto zjednodusenou tvahou se nedostaneme k faktoru 1/6,
nicméné tento faktor znat nemusime, pokud chceme za vysledek pouze pomér ¢asti dvou aut.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha M.4 ... rychle a je§té rychleji po&tvrté 3 body

Dvé auta maji urazit stejnou vzdalenost s. Obé dvé pojedou s konstantnim vykonem. Vykon
prvniho bude Py a druhého P, = 1,25 P;. Pocatecni rychlost obou aut je nulovd a maji stejnou
hmotnost i s nakladem. Jak rychle ujede pozadovanou vzdalenost druhé auto? Vysledek zadejte
do systému jako pomér casu druhého auta k prvnimu. Karel varioval ulohy pocturté.

Vyjdeme ze vztahu pro kinetickou energii Fx ; pohybu i-tého auta
1
By = §mvi2 = Pit;,

kde m je hmotnost (bez indexu, protoze je u obou aut stejnd), v; je rychlost auta a ¢; je doba
pohybu. Vyjadrime-li rychlost, dostavame jeji zavislost na case a dalsich parametrech, které

povazujeme v Case za konstantni
V; = —_—.
m

Potfebujeme vsak znat zavislost urazené drahy na case. Proto vztah pro rychlost zintegrujeme
i, ‘s =
i i JoPid - 2 [2Pit3
s = v; dt = dt = =/ —%.
o o m 3 m
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Urazena draha je pro obé auta stejné, ddme ji tedy do rovnosti

g 2P1t‘;’_g 2P2tg
3V m 3V m

Pt} = Pot3,

to s/ P1o.

— = 4{/—= =0,928.

t1 P
Druhé auto dorazi za 0,928-nésobek ¢asu prvniho auta, kdyz bude mit o 25% vyssi vykon.
Shodou okolnosti jde o stejny pomér ¢ast jako u dlohy ,rychle a jesté rychleji potreti“, kde jste
resili srovnani dvou aut, které mély konstantni ryv. A to i kdyz jde o rizné zavislosti na Case.

Karel Koldar
karel@fykos.cz

Uloha E.1 ... svételny kruh 4 body

Tenkou spojnou c¢ocku umistime do vzdalenosti 7,0cm od stinitka. Poté zapneme vzdéaleny
svetelny zdroj, ktery lezi na jeji optické ose. Na stinitku se za cockou objevil osvétleny kruh.
Cocku presuneme do vzddlenosti 9,0 cm od stinitka a v§imneme si, Ze kruh na stinitku m4 nyni
stejny polomér jako predtim. Jaka je ohniskova vzdalenost c¢ocky? Jarda videél opak zatmeénd.

Protoze je zdroj daleko od ¢ocky, soustredi se vSechny paprsky prochézejici cockou do jejitho oh-
niska. Po pruchodu ¢ockou tvori kuzel. Pokud je stinitko mezi ¢ockou a jejim ohniskem, vytvori
prusecnice tohoto kuzele a stinitka kruh. Necht je v tomto pripadé vzdalenost mezi ohniskem
a stinitkem x1. Kruh o stejném poloméru se vSak zobrazi, kdyz bude stinitko za ohniskem a pa-
prsky proslé skrz ohnisko se zase zacnou rozbihat. Necht je nyni mezi stinitkem a ohniskem
vzdalenost x2. Protoze poloméry jsou stejné, plati x1 = xa2.

V prvnim piipadé navic plati z1 = f—di, kde di = 7cm, ve druhém naopak x2 = d2 — f (zde
d2 = 9cm). ProtozZe se tyto vzdalenosti rovnaji, dostavame

Pl .
2
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha E.2 ... planparalelni ¢oc¢ka 3 body

Tenkou, z obou stran vypouklou ¢ocku s poloméry krivosti R = 20cm a Ry = 35 cm rozrizneme
kolmo k jeji optické ose. Obé pulky ddme vypouklymi stranami tésné k sobé (rovné plochy jsou
od sebe). Jaky je pomér mezi starou a novou ohniskovou vzddlenosti takové soustavy skel?
Index lomu skla jen = 1,5. Podle Jardy na tvaru nezdlezi.

Podivejme se na to, jak je to s pruchodem paprsku dvéma ¢ockami, které jsou tésné vedle sebe.
Necht a je vzdalenost objektu pfed prvni ¢ockou s ohniskovou vzdélenosti fi. Tésné za ni je
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druhé ¢ocka s ohniskovou vzdalenosti f2. Pomoci Gaussovy zobrazovaci rovnice najdeme polohu
obrazu a’ objektu jako
/ afl
a =

“ai
Tato vzdélenost je kladnd, pokud se objekt zobrazil za prvni ¢ocku. Obraz zobrazime druhou
¢ockou, pfi¢emz nyni je vzdalenost vzoru rovna —a’. Druhd ¢ocka zobrazi objekt na

o = —ad' f :_(aa—f}i)b: afifo _ aF
—a'—f -t f  afitaf—fifs a-F’

kde % = Tll + f% Odvodili jsme tedy zajimavy vztah, ze pro dvé cocky v tésné blizkosti za sebou
je jejich celkova optickd mohutnost sou¢tem optickych mohutnosti obou ¢ocek.

Nyni si uvédomme, ze f1 ani f2 nezavisi na otoceni ¢ocky. Dilezité pro tuto tlohu také je,
ze jsme odvodili, ze F' na poradi ¢oCek nezavisi. V obou pripadech ze zadéani je tedy F' stejné
a rovné ohniskové vzdalenosti puvodni ¢ocky. Hledany pomér je tedy 1.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha E.3 ... dvé lupy 4 body

Jarda doma objevil dvé lupy a zacal si s nimi hrat. Kdyz je polozil tésne na sebe, zjistil, ze
maji ohniskovou vzdalenost F' = 7 cm. Pak ¢ocky umistil do vhodné vzdalenosti od sebe, stoupl
si daleko za né a pohlédl na vzdaleny strom. Uvidél ho ostre a jeho velikost byla 1,5-krat vetsi
nez bez cocek. Jaky je rozdil ohniskovych vzdalenosti obou c¢ocek? Odecitejte mensi od veétsi.
Lupy povazujte za tenké cocky. Jarda bydli tak vysoko, Ze z okna porddné nevidi aZ na zem.
V predchozi tloze jsme odvodili, Ze pro 2 cocky, které jsou umisténé tésné za sebou, plati

% = % + é, kde f1 a f2 jsou ohniskové vzdélenosti obou ¢ocek a F' je ohniskova vzdalenost
soustavy, kterou zname ze zadani.

Naopak kdyz se Jarda dival na vzdaleny strom skrze dvé ¢ocky a vidél jej ostfe, znamend
to, ze si postavil Kepleruv dalekohled. U néj plati, ze ohniska obou ¢ocek jsou ve stejném bodé,
tedy Ze Cocky jsou od sebe vzdaleny fi + f2. ZvétSeni takového dalekohledu je pak Z = Jf% pro
fi> fa.

Ze dvou rovnic o dvou nezndmych pak vypocitame fi a fa jako

h=F1+2),
1
Protoze Z > 1, plati f1 > fa, takze nas zajima vysledek fi — fa, ktery je
1
fl _f2 :F<Z— E) =5,8cm.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha E.4 ... to¢ime mravence 8 bodu

Meéjme soustavu dvou cocek a stinitka. Prvni ¢ocka, s ohniskovou vzdalenosti f1 = 3,6 cm, je
ukotvena ve vzdalenosti d = 8,3 cm od stinitka. Druhd, s ohniskovou vzdalenosti f» = —1,6 cm,
se nachazi mezi prvni ¢ockou a stinitkem. Mravenec, nachdzejici se na optické ose ve vzdalenosti
ao = 9,7cm od prvni ¢ocky smérem od stinitka, se priblizuje rychlosti v = 0,6 cm-s~! k ¢oéce.
Obraz mravence je zaostreny na stinitko. Jakou rychlosti se musi pohybovat druha c¢ocka, aby
byl obraz mravence zaostreny na stinitko i v dalsim okamziku? Uvedte kladné znaménko, pokud
se ¢ocka pohybuje stejnym smérem jako mravenec. Jarda rdd foti hmyz.

Necht je poloha mravence ddna vztahem a = ao — vt. Pak je poloha jeho obrazu po priuchodu
prvni ¢ockou rovna
r_ afl

=

Vzdalenost tohoto obrazu od druhé cocky je
' =d—z—d,

kde x = xo + ut, pricemz xo je vzdalenost druhé ¢ocky od stinitka v ¢ase t = 0s. Po priuchodu
druhou c¢ockou je vzdalenost obrazu mravence od cocky

o = a//fZ _ (d—I—CL,)fQ —
a’'—fo d—x—a — fo ’

kde posledni rovnost plyne z podminky ostrého obrazu na stinitku. Tuto kvadratickou rovnici
vyresime

_ —d +dExVd —dyd —d+4f
= 5 .

vy = 1 __wh g [ af ] aofr —d+4f> ) =3,69cm,
2 ao — f1 a0 — f1 a0 — f1

kde jsme podle zadani ilohy vybrali kladny kofen. Vyrazii pod odmocninami se nebojme. Oba
jsou zaporné, takze kdyz se oba schovaji pod jednu odmocninu, odmocnujeme kladné ¢islo.

Nyni do rovnice pro z dosadime casovou zavislost. Protoze se ovsem bavime o dalsim oka-
mziku, budeme uvazovat t jako velmi maly — predpokladejme ap > vt. Pak

Najdeme

o — (a0 —vt) f1 _ (ag — vt) f1
ao —vt—fi (11— Z2%) (a0 — fi)
2
~ (?Zo —0?1{1 <1 + aoszl) ~ (a(?o—flﬁ) * (aolflflft'
Pro piehlednost si oznaéme b’ = a’(t = 0s) = (az[f}l). Nyni vyfesime

1 wb? 1 wb'?
va —d=+Vb —dy/1+ VU —d| 1+ —t ).

b —d a2 b —d 2a2
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Podobné upravime i druhou odmocninu

1 vb'?
T d4Af, =V —d+4 14— - 9
Va —d+4fa =/b d+.b¢ +H_d+4hl%t
1 vb'?

=~ / — 4 14— .

VO —d+ h( +U—d+4hﬁﬁo

Pro prehlednost v dalsich krocich oznac¢ime s;1 = Vb —d a s2 = /b —d+ 4f2. Dosadime
== { bt+d:tslsg(

do vyrazu pro x a mame
b/2
51
2 o > < ):|
_|_

/2 2
~ 1 —5%— vb —t+s182 1+ vb 12 1
2 0 l

Koneéné muzeme odecist x — x¢p a mame

1ob? (s34 52
—pp=2 1)t
v o 2 ag ( 28182

1 b/2

Rychlost ¢ocky pak je

_ 2 ofl g2
u="2 tﬂvo = %( Uflf E G0 _f1 f2 —1| =-0,23cms".
a0 — f1 aof aofr _
Ve - a2l - dar

Vsimnéte si, ze ve zlomku v Citateli celého vyrazu je v Citateli aritmeticky pramér a ve jmeno-
vateli geometricky primér ¢isel Lfl —da % —d+4fs.

Po této zajimavosti ovsem mublme spravné urcit, jakym smérem se pohybuje ¢ocka. Sourad-
nici ¢ocky x jsme definovali jako jeji vzdalenost od stinitka a jeji rychlost u je kladné ve sméru
od stinitka. Zapornd rychlost c¢ocky tedy znamend, zZe se priblizuje ke stinitku. Mravenec se
taky pfiblizuje smérem ke stinitku. Cocka se tedy pohybuje stejnym smérem jako mravenec,
proto je nas vysledek 0,23 cm-s—!

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz

Uloha X.1 ... uklizime zahradku 4 body

Nastal podzim a na nasi zahradce zacalo ve velkém padat listi. Po jeho shrabani ho potrebujeme
odvézt na nedalekou hromadu, proto jej nabereme na zahradni kolecko. K hromadé jdeme stélou
rychlosti v = 1,2m-s~! a kolecko pred sebou tla¢ime po zdmkové dlazbé, takse mezi dlazdicemi
o rozméru 15cm je vzdy mald dira, kde se rychlost kolecka snizi o 10 %. Urdete konstantni
vodorovnou slozku sily, kterou musime kolecko tlacit smérem dopredu, aby jeho priimérna
rychlost byla téz v. Kolecko i s listim mé& hmotnost 19 kg.

Na Jarduv sklentk napadala hromada listi.
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Pramérnd rychlost kolecka je stejné jako nase rychlost chuze, tedy v. Tyto rychlosti jsou kon-
stantni, kolecko ale periodicky snizuje svou hybnost. To musime kompenzovat ptisobenim sily,
protoze ho mame udrzet na prumeérné rychlosti v.

Silu F' najdeme pomoci zndmého vztahu

Ap
F= AL

kde Ap je zména hybnosti za ¢as At. Tento ¢asovy usek ziejmé odpovidd At = %, kde [ je rozmér
jedné dlazdice.

Na kazdé dlazdici kolecko ztrati hybnost Ap = mAwv, kde m je jeho hmotnost a Av zména
rychlosti. Ozna¢me vmax maximéalni rychlost kolecka a vmin minimélni. Pak plati
AU = Umax — Umin. Zaroven se rychlost kolecka méni linedrné v ¢ase (kdyZz ji zrovna neztrici
na hrandch dlazdic), tedy prumérné rychlost v se musi rovnat pruméru

_ VUmax + Umin
2
Posledni dilezitou informaci v zadani jesté prepiseme do podoby
Umin = (1 = 1) Vmax = 0,9 Umax, kde n = 0,1 je desetiprocentni ztrata rychlosti.
Potom vmax = 2% a Av = NVmax. Dosazenim do puvodniho vztahu pro silu dostdvame

2—n
2
P muAv _ 2mu“n —192N.
! 1(2=mn)
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha X.2 ... zalévani zahradky 4 body

Jarda si vysadil Sest ovocnych kerti vedle zahradniho jezirka o plose hladiny A = 8 m?. Ty stoji
v radé, prvni je 2,3m od jezirka a kazdy dalsi je o 1,0m dal nez predchozi. Jarda chodi kere
zalévat tak, ze vzdy nabere plnou desetilitrovou konvici vody z jezirka a jde ji vylit k rostliné.
Celkovy ¢as nabiréni a vyliti jedné konvice je 45s, Jarda chodi rychlosti v = 1,2m-s~'. Ze za-
hradni hadice o objemovém priitoku Q = 0,91-s™" mezitim dopousti do jezirka vodu. Po zalit{
posledni rostliny se Sel podivat, o kolik stoupla hladina jezirka od chvile, kdy zacal nabirat
prvni konvici. Spocitejte, kolik naméril. Pokud hladina klesla, uvedte zapornou hodnotu.
Jarda nasel rybizy ve sleve.

Urcéime cas, ktery Jardovi zalévani zabere. Necht IV = 6 je pocet ket a t., = 45 s je ¢as nabrani
a vyliti konve, pak celkovy ¢as na manipulaci s konvi odpovida tx = Nty,.
Cas, ktery Jardovi zabere chiize tam i zpét, uréime jako

N-1

1 2 N (N -1)
ch — 4— = — —_— s
teh = 21} E_O do + nd . (Ndo—l— 5 d)

kde do = 2,3m je vzdalenost prvniho kefe od jezirka a d = 1,0 m je vzdalenost mezi kefi.
Celkovy cas zalévani ¢ini

t:N(thrQ@erb) .
v v
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Za tuto dobu pritekl z hadice do jezirka objem vody Qt. Jarda vsak nabral N konvic
o objemu Vi = 101, pfirastek objemu vody v jezirku je tak AV = Qt — NVk.
Hladina stoupla o

tm +2% +gN=1
h:ATV:QN( v y v Q)=2,83cm.
Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
Uloha X.3 ... namotavame kabel 6 bodu

Jarda seka na své zahradce elektrickou sekackou. Jakmile ma hotovo, musi na kabelovy buben
namotat celou stitiru o délce L = 20m. Ta se naviji na valec o priméru D = 40 cm, jehoZ osa
symetrie lezi vodorovné. Uchyceni kabelu na bubnu se nachdzi tésné u zemé. Koeficient treni
mezi zemi a Stiurou je f = 0,7, délkovd hustota kabelu A = 220g-m~*. Uréete, jakou préci pii
smotani Jarda vykona. Jarda pokladal kabel.

Treci sila ptsobici na snuru je tmérnd jeji délce z, kterd po celou dobu navijeni zustava v kon-
taktu se zemi. Plati tak
F = fmg= fgzA,

kde m = Az je hmotnost nenamotaného kabelu a g je tihové zrychleni.
Praci na prekondani treci sily najdeme pomoci integralu jako

L L 27 L 2
WF:/ de:ng/ vdr = for || = 192
; ; 2 |, 2

otocky muzeme zanedbat. Vykonali jsme tak praci

We = mgh = ALgh,

Celkova vykonand prace odpovida

W:WF+Wg:/\gL(§+%):310J.

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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Uloha X.4 ... kmitajici okurka 6 bodit

Okurka v Jardové skleniku ma tvar protahlého rotac¢niho elipsoidu
s poloosami a = 3cm a b = 10cm a visi uprostred céasti stonku,
ktera ma délku 21 = 90 cm. Konce této casti stonku jsou upevnény
ve stejné vysce ve vzdalenosti L = 51 cm od sebe. Hmotnost okurky
je m = 450¢g. Urcete periodu malych kmiti kolem rovnovazné po-
lohy pri vychyleni, které je kolmé na rovinu zavésu.

Jarda md rdd okurky.

Pro nalezeni periody malych kmitia pouZijeme zndmy vztah pro fy-

zické kyvadlo
J
T=2n/—
T \/ mgd’

kde J je moment setrvacnosti kmitajiciho télesa vici ose otaceni, m je hmotnost télesa, g tihové

z geometrie tlohy dostavame vzdalenost d jako

.2
d=b+ /12— —=— =47cm,
4
kde b =10cm, L = 51 cm a | = 45 cm jsou vzdalenosti ze zadani.
Moment setrvacnosti okurky viici této ose najdeme pomoci Steinerovy véty jako

J = Jr +md?,

kde Jr je moment setrvacnosti vii¢i ose prochéazejici tézistém predmétu. Ten pro rotacni elipsoid
v dané geometrii ur¢ime jako Jr = ém (a2 + b2).
Po dosazeni do puvodniho vztahu tak dostdavame

2
a24p2 2
. gﬁ+@ma+0
=1,38s.

=2my/ — =2

mgd T -
g g( 12—1‘42—|—b)

Jaroslav Herman
jardah@fykos.cz
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